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∆υσκολίες µε το άπειρο : Αθροίσµατα (15ος αι.)

Προσεταιριστική Ιδιότητα των Πραγµατικών :

a + (b + c) = (a + b) + c.

Συνεπώς,

a + ((b + c) + d)) = (a + b) + (c + d) = ((a + b) + c) + d.

΄Οµοια,

0 = (1 + (−1)) + (1 + (−1)) + (1 + (−1)) + · · ·

= 1 + ((−1) + 1) + ((−1) + 1) + ((−1) + 1) + · · ·
= 1.

Ο παραπάνω συλλογισµός έχει χρησιµοποιηθεί από Γάλλους

ϑεολόγους του 18ου αι. ως απόδειξη ύπαρξης του Θεού, αλλά και του

∆ιαβόλου !
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∆υσκολίες µε το άπειρο : Αθροίσµατα - Εξήγηση

Που είναι το λάθος ; Το ΅οµοια¨ αναφέρεται σε πεπερασµένο πλήθος

αθροισµάτων, ενώ το χρησιµοποιήσαµε σε άπειρο.

Πρόταση (Bernhard Riemann, 1826-1866)

Αν µία άπειρη σειρά συγκλίνει απόλυτα και έχει άθροισµα s, τότε κάθε

άπειρη σειρά που προκύπτει από αναδιάταξη όρων της, συγκλίνει στο

ίδιο άθροισµα. Αν όµως δεν συγκλίνει απόλυτα, τότε οι όροι της

µπορούν να αθροιστούν µε τέτοιο τρόπο ώστε να συγκλίνουν σε

οποιονδήποτε αριθµό.
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∆υσκολίες µε το άπειρο : Απειροστά (18ος αι.)

Ο Γερµανός µαθηµατικός και ϕιλόσοφος Gottfried Leibniz, 1646–1716,

χρησιµοποιούσε την έννοια της απειροστής αλλαγής, την ύπαρξη

εποµένως ποσοτήτων α > 0, εχόντων την ιδιότητα να είναι µικρότερες

από κάθε άλλη ϑετική ποσότητα. Ο Ιρλανδός Επίσκοπος George

Berkeley ωρυόταν :

The Analyst, 1734

...the fallacious way of proceeding to a certain Point on the Supposition

of an Increment, and then at once shifting your Supposition to that of

no Increment...But, notwithstanding all this address to cover it, the

fallacy is still the same
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∆υσκολίες µε το άπειρο : Απειροστά - Εξήγηση

Πρόταση

΄Εστω (i) α ≥ 0 µε την ιδιότητα : (ii) για κάθε ε > 0 έχουµε α < ε. Τότε

α = 0.

Απόδειξη (µε απαγωγή εις άτοπον). ΄Εστω ότι α 6= 0 και από την

υπόθεση (i) έχουµε α > 0. Επιλέγουµε ε = 1

2
α. Τότε από την υπόθεση

(ii) προκύπτει :

α <
1

2
α⇐⇒ 1 <

1

2
.

΄Ατοπο !
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Η αγωνία του Πυθαγόρα

Ο µέγας ϕιλόσοφος και µαθηµατικός Πυθαγόρας ο Σάµιος, 569–475

π.χ., είχε ϐασίσει την ϕιλοσοφία του στην αρχή

Τα πάντα είναι (ϱητοί) αριθµοί.

Φανταστείτε την αγωνία του όταν ανακάλυψε ότι ο αριθµός
√

2 δεν

είναι ϱητός αριθµός... Η ειρωνεία είναι ότι το
√

2 προκύπτει πολύ απλά,

ως υποτείνουσα ισοσκελούς ορθογωνίου τριγώνου µε κάθετες

πλευρές µονάδα, µε χρήση του οµώνυµου ϑεωρήµατος ! Αυτή η

ανακάλυψη, σύµφωνα µε την παράδοση, σηµατοδότησε την αρχή της

καταστροφής της αδελφότητας των Πυθαγορείων στον Κρότωνα της

Μεγάλης Ελλάδος και πιθανότατα τον ϑάνατο του ίδιου του Πυθαγόρα.
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Η δικαίωση του Πυθαγόρα

Η δικαίωση του Πυθαγόρα ήλθε αργότερα, για κάποιους µελετητές µε

τον Εύδοξο το Κνίδιο, 408–355 π.χ., σίγουρα όµως τον 19ο µ.χ. µε τον

Γερµανό µαθηµατικό Georg Cantor:

Πρόταση (G. Cantor, 1872)

Οι άρρητοι αριθµοί προκύπτουν ως όρια ακολουθιών ϱητών αριθµών.

Αποτελεί το γνωστότερο παράδειγµα ϕιλοσόφου που έχει συλλάβει µια

µεγάλη αλήθεια, χωρίς όµως η γνώση της εποχής του να του επιτρέπει

να την τεκµηριώσει.

Πρόταση (΄Ηρων ο Αλεξανδρεύς, 10 –75 µ.χ., Μετρικά, Βιβλίο Ι)

Το

√
2 προκύπτει ως όριο της ακολουθίας των ϱητών αριθµών

xn+1 =
1

2

(
xn +

2

xn

)
, µε x1 = 1.
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Η δικαίωση του Πυθαγόρα : Απόδειξη της Πρότασης ΄Ηρωνα

΄Εστω ότι το όριο της ακολουθίας {xn} είναι κάποιος αριθµός x , ο

οποίος ϑα πρέπει να είναι > 0. Τότε έχουµε,

x = lim
n→∞

xn+1 = lim
n→∞

1

2

(
xn +

2

xn

)

=
1

2

(
lim

n→∞
xn +

2

limn→∞ xn

)
=

1

2

(
x +

2

x

)
.

΄Αρα 2x
2 = x

2 + 2 =⇒ x
2 = 2. Συνεπώς, λόγω ϑετικότητας του x ,

x =
√

2 .

Ερώτηση

Είναι η απόδειξη πλήρης (και εποµένως ορθή);
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Ορθότητα της Απόδειξης

Απάντηση

• Μαθηµατικός : ΟΧΙ, επειδή υποθέτει, χωρίς να έχει αποδειχθεί

προηγουµένως, την ύπαρξη του ορίου της ακολουθίας !

• Φυσικός Επιστήµων : ΝΑΙ, επειδή οι αριθµητικές ποσότητες που

µελετάει εκφράζουν ϕυσικά ϕαινόµενα που έχουν παρατηρηθεί

και συνεπώς υπάρχουν !
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Ο ϑρίαµβος του Αρχιµήδη Ι

Ο µεγαλύτερος µαθηµατικός όλων των εποχών Αρχιµήδης ο

Συρακούσιος, 287–212 π.χ., κατόρθωσε να αποδείξει, µε χρήση της

µεθόδου εξάντλησης του Ευδόξου και διπλή απαγωγή εις άτοπον, την

ισότητα

1 +
1

4
+

1

42
+

1

43
+ · · · = 4

3
.

Την χρειαζόταν στον τετραγωνισµό της παραβολής. Χρειάστηκε να

περάσουν 20 αιώνες για να ξαναπαρουσιαστεί παρόµοιο αποτέλεσµα !

Το παλίµψηστο του Αρχιµήδη περιέχει το έργο του Μέθοδος, που

εξηγεί πως προέκυψε ο αριθµός
4

3
.
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Ο ϑρίαµβος του Αρχιµήδη ΙΙ

Στον ίδιο αποδίδεται, εξάλλου, το περίφηµο

Αξίωµα του Αρχιµήδη

Για κάθε ϑετική ποσότητα M και κάθε ε > 0, υπάρχει ϕυσικός αριθµός

n, τέτοιος ώστε n ε > M.

Η σπουδαιότητα του παραπάνω αξιώµατος (που σήµερα προκύπτει

εύκολα ως ϑεώρηµα από το αξίωµα της πληρότητας των πραγµατικών

αριθµών) ϕαίνεται από το γεγονός ότι µε χρήση του και µόνο µπορούµε

να συµπεράνουµε ότι

lim
n→∞

1

n
= 0,

αποτέλεσµα που αποτελεί την αφετηρία της Μαθηµατικής Ανάλυσης !
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Η κατάρα της Κασσάνδρας : Georg Cantor

Ο Georg Cantor, 1865–1918 είναι αυτός που έλυσε µια για πάντα τον

γρίφο του απείρου για τους µαθηµατικούς. Την δεκαετία του 1870

έδειξε ότι :

• Το πλήθος των ϕυσικών αριθµών 1, 2, 3, 4, 5, 6, . . . είναι ίσο µε το

πλήθος των αρτίων αριθµών 2, 4, 6, . . ..
• Το πλήθος των ϕυσικών αριθµών είναι ίσο µε το πλήθος των ϱητών

αριθµών.

• Το πλήθος των πραγµατικών αριθµών ανάµεσα στο 0 και το 1 είναι

µεγαλύτερο από το πλήθος ϕυσικών αριθµών.

• Το πλήθος των σηµείων ενός ευθυγράµµου τµήµατος είναι ίσο µε

το πλήθος των σηµείων ενός τετραγώνου και ίσο µε το πλήθος των

σηµείων ενός κύβου.
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Η δικαίωση του Cantor: Το ξενοδοχείο του Hilbert

Οι σφοδρές επιθέσεις που δέχθηκε ο Cantor για τις ϱηξικέλευθες

ϑεωρίες του, από το µαθηµατικό κατεστηµένο της εποχής του, τον

οδήγησαν στην κατάθλιψη και στον ϑάνατό του. Υπήρχαν, όµως,

σπουδαίοι µαθηµατικοί, όπως ο David Hilbert, 1862–1943, που στήριξαν

εξαρχής τις ιδέες του. Σχετικό είναι το ξενοδοχείο του Hilbert.


