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Résumé

Des estimations de croissance pour la suite de polyndmes orthogonaux se rapportant a la mesure d’aire sur une réunion finie de
domaines de Jordan sont obtenues par une étude detaillée de la fonction de Green du complément et de la reflection de Schwarz
dans les portions analytiques de la frontiere. Deux applications en découlent : la distribution limite des zéros de la suite des
polyndmes orthogonaux de Bergman et un algorithme de reconstruction robuste de I’ouvert original a partir de données incompletes
(tomographiques par exemple). Pour citer cet article : B. Gustafsson et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 346 (2008).
© 2008 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Bergman orthogonal polynomials on an archipelago. Growth estimates for orthogonal polynomials with respect to area mea-
sure (Bergman polynomials) over the union of finitely many Jordan regions with piecewise smooth boundary are obtained by a
careful investigation of the Green function of the complement, and of Schwarz reflection in analytic arcs of the boundary. As appli-
cations we obtain a detailed picture of the limiting zero distribution of Bergman’s orthogonal polynomials, and also we propose a
robust reconstruction algorithm of the original open set, starting from incomplete data (such as obtained by geometric tomography).
To cite this article: B. Gustafsson et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 346 (2008).
© 2008 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

1. Les estimations

Soit G C C un ouvert borné, avec frontiere I = dG analytique par morceaux. On suppose que G consiste en
une réunion finie de domaines de Jordan G;, 1 <i < N. On appelle G un archipel. Soit 2 = C \ G le domaine
complémentaire. Les polyndmes orthogonaux de Bergman P,(z) = A, z" + a,,,n_lz"’l + .-+ + a,.o sont normalisés
par les conditions 1, > 0, n > 0,
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1Pl = [ |Pa)| dAGz) =1, n>0,
G

et par I’orthogonalité dans I’espace de Lebesgue L>(G, dA) o dA désigne la mesure de Lebesgue planaire.
Le contrdle de la croissance des coefficients A,, comme dans le cas classique sur la ligne réelle ou sur le cercle, est
fondamental.

Théoreme 1.1. Soit G un archipel avec frontiére I. 1l existe une constante positive C| telle que

N

Ci———,
"eap(I')"

Si I' est lisse, alors il existe une constante Co > 0 avec la propriété :

N

Cr———r,
> cap(I')"

On désigne par cap(I") la capacité logarithmique du contour I".

. . . L. an(I)"
Si G consiste en un seul ouvert connexe et simple connexe, alors la limite lim,, A,, cap(l)

7

classique obtenu par Carleman [1] et améloiré par Suetin [10]. Si G a plusieurs composantes connexes et si 1’on
travaille avec des polynomes orthogonaux de Szegd (pour la mesure linéaire sur "), la limite précédente n’existe
généralement pas. Ce cas a été analysé en détail par Widom [12].

La démonstration de la premiere partie du Théoréme 1 consiste en une application d’une inégalité de type Bernstein
obtenue par Suetin (plus précisément pour un polyndme p : ||pll2.r < C/T+degp | pl2.c) et d’une réduction au
cas des polynomes de Szegd. La borne inférieure est obtenue a ’aide de la propriété extrémale :

existe en vertu du résultat

/\;2=a min [Iz”+an_1z”‘1+~-~+ao|2dA(z), n=0,
Qs -0 n—1

G

et d’une construction inspirée d’une suite d’interpolation découverte par Walsh [11] et perfectionnée par le troisieme
auteur [7].

L’asymptotique des polyndmes de Bergman est étroitement liée a la fonction de Green du domaine extérieur avec
un pdle a I’infini, soit g(z) = g (z, 00).

Théoreme 1.2. Si la frontiére de ’archipel est lisse, alors il existe une constante C > 0 telle que :

C\/’; 8@

|Pa@] < dist(z, I")

, z€82,n>1.

Pour chaque € > 0, il existe une constante C > 0 avec la propriété

|P(2)| > Ce/ne™@,  dist(z,co(G)) > ¢, n>0.
On a noté co(A) ’enveloppe convexe de A.
2. La distribution des zéros

Soit u, = % > P, ()=0 91 la mesure de probabilité d’énumération des zéros de polyndmes de Bergman P, associés
2 un archipel G. Il est bien connu depuis Fejér que les zéros de P, sont contenus dans I’enveloppe convexe de G ;
voir par exemple [2]. Aussi, pour chaque ensemble compact K de £2, le nombre de zéros de P, est fini, uniformément
en n ; voir [8,9]. On note par &, = Bal(§;, I'}) le balayage de la mesure de Dirac sur la frontiere qui entoure le point
X et I’on pose par définition 8, = 0 si A est extérieur 2 G. Une premidre observation sur la distribution asymptotique
des zéros s’ensuit :
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Théoreme 2.1. La limite *-faible

1 ~
o
Wil D

P,(M)=0

existe et est égale a la mesure d’équilibre L portée sur I.

Une analyse plus détailée des mesures d’énumeration u,, fait intervenir la géometrie de la frontiere I” et des courbes
de niveau L, = {z € £2; g(z) =logr} ou r > 1. Nous n’indiquons ici que quelques résultats representatifs.

Proposition 2.2. (a) Si une composante connexe I de la frontiére I' a des points singuliers, au sens que la transforma-
tion conforme intérieure est singuliére sur I';, alors il existe une sous-suite (ny) tel que w* —limg_, o0 tn, lu; = 1|1,
ou U; est un voisinage tubulaire de T;.

(b) Si la composante connexe de la frontiere I est lisse, alors chaque point w*-limite de la suite u, est porté
sur un compact intérieur a G;, lequel constitue une barriére d’extension de la reflection de Schwarz dans T, ou est
délimité par la reflection dans I'; des courbes singulieres L.

Par exemple, si ’archipel consiste en une réunion disjointe de disques, alors les réflections de Schwarz dans les
frontieres circulaires n’ont pas d’obstruction de continuation analytique. Les réflections des courbes singulieres L,
determinent ainsi le lieu d’accumulation des zéros de polyndomes de Bergman.

Notre travail portant sur la distribution des zéros est corroboré par des expérimentations numériques de haute
précision et par quelques exemples de calculs détaillés (deux ellipses éloignées, une lemniscate non connexe avec
des symétries axiales, un pentagone extérieur a un disque, trois disques dans une position générale et une réunion
de lentilles). Le cas d’un seul ouvert G connexe et simplement connexe a été étudié et élucidé récemment par les
troisieme et quatrieme auteurs [5,6]. L’analyse portant sur un archipel confirme notre intuition premiere : les zéros des
polyndmes de Bergman s’accumulent pour former un squelette qui focalise la mesure d’équilibre sur la frontiere.

3. L’algorithme de reconstruction

Il est bien connu que I’'information obtenue par la tomographie parallele ou axiale d’une mesure planaire dv, prise
dans un nombre fini de directions, est equivalente a la matrice des moments

Amn =/sz” dv(z), m,n<d.

1l existe déja plusieurs méthodes fiables pour reconstruire approximativement (et parfois méme exactement) I’ original
a partir des moments (am,,)g1 a—o> Voir [4,3]. Le cas d’une masse uniforme portée sur un archipel dv = g dA peut
étre traité grace a la théorie des polyndmes orthogonaux developpée ci-dessus.

Plus précisément, si I’on connait la matrice (amn)i, 20> On obtient les polyndmes P;(z) avec 0 < j < d, ce qui

permet de définir la racine carrée de la fonction de Christoffel AdG = i<d | Pj (z)lz]_l/ .3 laquelle donne une fonc-
tion de définition approximative de la frontiere. On définit également A% (2) = [Z(;io | Pj (2)1*17Y2 pour z € G et
AG(z) =0s5siz ¢ G; et, de méme, pour Ag’, AG,

Théoreme 3.1. Si I" est lisse, il existe des constantes 0 <o < 1 et m € N, m > 2, telles que pour chaque 0 < j < N,

_n
ona =2

AS (2) < A,?j (z) < AY(2), z € C. De plus, il existe une constante positive C telle que
Gj 4G ) n . l
0< 4,7 (2) =AY (2) < C1]P(2)] dlst(z,F)+n , o n=l,

.. N PN N . . . . G;
pour z dans un voisinage de la frontiere I'; intérieur a Gj. On obtient en particulier lim, ,oonA,’ (z) =
\/27[/|<P} (2)|, uniformement en z € I';, 1 < j < N, ainsi que des constantes positives Cy, C3 avec la propriété
ngnA,?(z)SC&ZGF,n? L.

On anoté @; la transformation conforme normalisée de I’extérieur de G ; ; voir [1,2].
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