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ΑΣΚΗΣΕΙΣ i It Ε4>(λ f\f\\OX ■

1. Να υπολογιστούν τα εξής:

α) (1, -2, 0)+(-2,3,4)
β) (1, -2, Ο, 3)+(4, -3, -2, 0)
γ) (1, -1)+(-1,1)
6) (1, -1, 2)+(1,0,1,0)
ε) (1, -2,3)-2(1,-1,-2)

στ) -3(1, -2,1,0) 
ζ) 3(1,-1, 2)-(1, -2, 1)

2. Να βρεθούν τα χ και y αν (χ, 5)=(y-x,y)

3. Να βρεθούν τα x,y και ζ αν
(2, -3,4)=x(l,l,l)+y(l,l,0)+z(l,0,0)

4. Να δείξετε ότι Ο ΰ=3 (ο"είναι το μηδενικό διάνυσμα)
5. Αν ΰ είναι ένα διάνυσμα στο κ" και^Ο είναι το μηδενικό

διάνυσμα στο κ" να δείξετε ότι το Ο είναι ορθογώνιο στο υ.

6. Να υπολογιστεί το εσωτερικό γινόμενο <ΰ, ν> όταν;
α) ΰ={2,-3,6) ,ν=ΐ8,2, -3) 
β) ΰ=(1,-8,0,5) , ν=(3,6) 
γ) ΰ=(3,-5,2, 1) ,6=(4,1,-2,5)

7. Να βρεθεί η τιμή του κ έτσι ώστε τα διανύσματα ΰ και ν να 
είναι ορθογώνια:
α) a=(l,k,-3) και ν=(2,-5,4)
β) ΰ= (2,3Jc,-4, 1, 5) και (6 ,-1, 3 , 7 , 2Χ)

8. Να βρεθεί η απόσταση d μεταξύ των 6ιανυσμάτων όπου:
α) ΰ=(1,7) , ν=(6,-5) 
β) α=(3,-5,4) , ν=(6,2,-1)

9. Να βρεθεί η τιμή του k έτσι ώστε η απόσταση των 6ιανυσμάτων
σ— (2 , Jc, 1,-4)— και — 3) να είναι 6.

10. Να βρεθεί η νόρμα ||ΰ|1 του διανύσματος ΰ εάν

α) ΰ=(2,-7) β) ΰ=(3,-12,-4)

11. Να βρεθεί η τιμή του k έτσι ώστε να είναι 
||ΰ||=ν/39 όπου 0= (1, k,-2 , 5)

12. Ποιά από τα παρακάτω διανύσματα είναι μοναδιαία; 
α) ΰ=(1,0,-Σ)
β) ΰ=(0,-1,0)

δ)  ΰ = ( Ι , - - © , ^ )
φ3 φ3 φ3



13. Να κανονiKottoi ηθούν τα διανύσματα 
α ) ΰ=(-3,4 )
Ρ )  ν = ( 1 , - 2 , Ο , 2 )

14. Να επαληθευτει η ανισότητα Cauchy-Schwartz στις ακόλουθες 
περιπτώσεις:
α) ϋ= (1, -1), vt (Ô i·)
β) α=(1,0,-1),ν=(1,-1,0) 
γ) ΰ=(1,0,0,-1),ν=(2,1,0,0)

415. Να υπολογιστεί η γωνία μεταξύ των διανυσμάτων του R 
α=(-3,Ο,6,2) και ν=(1,-2,Ο,2)
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y a  O T d  T O  o n o g d s o y o  Γ  t x o n  v y A F a M d o m o  ce .ao y x o 'id x b M

a'dVed onoxx>dpOa του β  (rex του Αβ ,

r\epeFad~xye 5 . 
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3

Να δείξετε ότι τα διανύσματα 
ΰ=(1,-1 ,0), ν=(1,3,-1) και ί=(5,3,-2) 
είναι γραμμικώς εξαρτημένα.

Να γραφεί το διάνυσμα ν=(1,-2,5) ως γραμμικός συνδυασμός 
των
e^=(l,l,l), θ2=(1,2,3) και β3={2,-1,1)

Να γραφεί το διάνυσμα ΰ=(2, -5,3) στο ως γραμμικός 
συνδυασμός των
ei=(l,-3,2), θ2=(2,-4,-1) και θ3=(1,-5,7)

Για ποιά τιμή του κ, το διάνυσμα υ=(1,-2,κ) στο είναι
γραμμικός συνδυασμός των

ν=(3,0,-2) και W'=(2,-1,-5) ;

Στο χώρο των πραγματικών πολυωνύμων μέχρι και 2°''
βαθμού θεωρούμε τα διανύσματα

Uj =χ—1
U2=x^+2a:
L\=X^+2

Να εξεταστεί αν τα πολυώνυμα

α) v=x^-3x+5 και 
β) w=x^-2x-2 

μπορούν να γραφούν ως γραμμικοί συνδυασμοί των

6 Να δείξετε ότι τα διανύσματα του .3 
U3=x-1 u^=x^+2 ν^=Χ~+2χ
είναι γραμμικώς εξαρτημένα.



7 Να εξεταστεί αν τα u και ν είναι γραμμικώς εξαρτημένα ή όχι;

α) u={3,4), ν=(1,-3)
Ρ) υ=(4,3,-2), ν=(2,-6,7) 
γ) υ=(2,-3), ν=(6,-9) 
δ) υ=(-4,6,-2), ν=(2,-3,1)

3 Να εξεταστεί αν τα û , û , Uj, u^ER^ είναι γραμμικώς
εξαρτημένα ή όχι:
α) u,= {l,-2,l), U2=(2,1 ,-1), U3=(7,-4,1)
Ρ) u^=(l,2, -3) , u U -  -3,2) , U3=(2, -1,5) , U^=(l,l,l)
γ) U3=(2,-3,7), U2=(0,0,0), U3=(3,-1,4)

3 Εστω W o υπόχωρος του r '' που παράγεται από τα δ ι ανύσματα

υ.= (2,-1 ,2,1) 
u^=(1, -2, Ο, 3)
U3= (3,1,Ο, -2)

Να δείξετε ότι το ^={0̂, 03,03} είναι μια ράση του W. Ποιά 
είναι η διάσταση του W;

JQ Να εξεταστεί αν ja ακόλουθα σύνολα διανυσμάτων αποτελούν ή 
όχι ράσεις του R :
■α) (1 ,1 ,1),(1,-1,5)
Ρ) (1,1,1) , (1,2,3) , (2,-1,1)
γ) (1 ,2, 3) , (1 ,Ο, -1) , (3,-1,0) , (2,1, -2)
δ) (1,1,2) , (1,2,5) , (5,3,4)

1) Να Ρρεθεί η τιμή του )< έτσι ώστε

α) Τα 1(1,1) (-l,Jc)} να αποτελούν μια ράση του
Ρ ) Τα { (1,Ο,0) , (1,1,1) , (Ο,-1,λ)} να αποτελούν μια ράση του

.

12 Εστω W είναι α διανυσματικός παράγεται από τις
συναρτήσεις f=sinx και g=cosx.

α) Να δειχθεί ότι f 3 = s i n ( x + 0 )  κ α ι  g^=cos {x-kQ) . είναι
διανύσματα του V/' για όλες τις τιμές του θ .

Ρ) Να δειχθεί ότι οι β  7ι αποτελούν μια βάση t o u W.

33 Ποιοί από τους πιο κάτω πίνακες είναι γραμμικοί συνδυασμοί 
των

'ο :4 θ' 1 -1
Α= Β=

-2 -2 2 3
Γ=

α) 6 - 8
- 1  - 8

β) 0 0 τ ) ό  0 ' δ) - 1  5 '
0 0 3 8 ^ 7  1



do

Να βρεθούν οι συντεταγμένες του Α ως προς τη βάση
5={Α3,

Α= ’ 2 0 ©1 1 ' τ  Γ 0 0 Α/ = "ο 0-1 3 0 0 0 0 J 1 0 4 0 1

Να βρεθούν οι συντεταγμένες του ρ ως προς τη βάση 
•5= ίρ , , Ρ 2 , Ρ3 } .

α) ρ=4-3λ'+χ-, Ρι = 1,Ρ2=λ',Ρ3=λ'2 
β ) ρ = 2  , Ρ ι  = 1  + Χ ,  Ρ 2 = 1   ̂ = χ + χ 2 .
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Ibd Σ âTcKN ynbaNobbwc\y.Qs Ul\\,pelGA\d Ckn υηο,ργ^χ y g g \ c o a

C K pxbyie Y~ -raxoxoa © g t  vck lWdyN

H  ^ 0  -
f ,

Eckn Vo a'lNcn D aycKXNCToa <ygG\cos. y\cK to n  oaonO  

adNCKN T o T a  y a y e  ότχ o  β  ianckx xyngaNoEb mcxyd a

Sax 'CT A  0Q .

Σ ')  ya-^a-vcKx a w a w o T x L o a  ( m N g B lD r G d  Ογχι

Λ  -  1

Π OsODkT A p A G A A\| o β  ΈχΜ ckx οκΡΟΝ cxyQa  ̂ Stxy,- β

Τ 0 Τ 0

fA  ^  f P  f \ ^  ( \ - f \ - - £  ^ P \

=  f\

ccxx -^aw 1 v e x

-  f\ Γ -  1 0. .X Σ  ^ J

r\  C K p o Ea  \ y  PyOy

EcSTxXl ox nxNcxvaa

β  =
i  i 4 --2 '■ ~± O "

X B - " K-CKX Γ  =
_- i - 1 ^ \ 6  " 3 O - 1

Γ χ ( χ  T O N  P \  a x o M y a -

β·^-
- i  - i j

' i .  d  ■ 

-A - 1

i - i  i - 1 '  Ό o  -

,
D o

βρογ Q A canckx ynEawoEbMCKSKoa SawTA 2  ,



He 'T ON 8 Εχο-ογε'·

'4 -2  ' R  - 2 ' '' G - \ 2
__6 - 3 _ G -3  . JSM-IF

A pe o G axye\ e&oNeYoa „

Γ"V o. TOn Γ

Γ "  a
Ί o ' 'd O' ± t  0
_o --4 . _o -i_ 0+ 0

Ape o Γ »axNex ayu^xr-\rQS .

- 2

G - 3
τ  G .

'4  O "

_ o  i _
- Τ



M .fe  Λ Έ \ 0 Σ Η Μ £ \ Σ Τ 0 \  n m A t a X

Ο ρ ιο γ ο ε H -fe-i

A n D .g T p o tp o s  (+ Y e n a p o s c . )  a\ 'O S n w e r e  A 'C R m A v x  

θ Μ θ γ £ ν ε τ ^ · ' o nx rrx  r w y e r e s  n o o  ε-χτ-χ - '^ ρ ^ γ γ ε ^  — xs 

ε τ η γ ε ε  t o o  A  r e x  δ τ η χ ε ε  t \ s  -gpeysYxa t o o  A  ,

A  N ejyOTx no . ^ exi T O T a  o  CKM o-gTp oc^oa  TOO

l\   ̂ n o o  l i e  G O Y^Q Yx+ rTex  γ τ  R  ^ axvex  o  r x x y e r e s .

- ( a ® Y  £  H - ,Λ χτη

r\  e p e F a x Y Y s e

E g  T O  o x  n x y e r a a

Λ  -

' a  1
Β  i  7. 2 - 3 i 5

j  2  3 ^ r e x  Γ  - ...
0

_ H 7 2 + 2 7 o  _
J  U - - - l

__2

O x  e y e c T p c A o x  t o m s  a x v e x ox +

Ax' -

R + 7 3 2 ^  A

2 - 2 2 2 - r 2 7
J =:

X

2

5 O .  3 _

re x Γ 0 - 1 2

n e p e T 'A p o o Y a  ότχ  o e so s  n x y e e e  'gp eY Y o!

a x v e \  n  w e r e s  ε τ ν χ γ η ε  r e x  e M T  \ g T p o c o e  .

B  e o e T T p n g y x

E c T v o  ( \ — ( d + Y  Y PA κγγ S M e S  n  x x 'e r e a  , \ ο τ ε  yg’’'+ ' Qm

e i e c T p O u i o  TOO ε χ ο ο γ . τ

£ - = i a \ \ £ s m  ° " ° Ί  τ γ - Α )



Q a - b p A y o s  H . G . 2

Ε ε τ ω  a v x a  ri\\'m'ccx.a B G B U a a  , Σ ό -va

(od ( U V - _ F
(fed I β τ Β ν  = Λ“ ι  b '
idd { \ f \ y - \ r - U

( A B r  - 6 ^ 6 -

e e H t n x A

© e  B  .

B )  G  I B a x p

A n  c  E e f A

H  cKno6a\-^vY IR - C ^ d  c x n U  tegx Ογ^ΑνιτογΧ m s
O s g V A g A  -

(Pd - Eg inX f\ (β7^)ηχχη β  - {  ^k^Axp οπότΈ

0 O y \

© ' - ( © a ) AXXA o n o g  B sk ^ e : :

6 "  =  ( b x P ) p X A
,  1 

o  n  OM ^  d© '= i y :

T O  t ^ x N o y a v o f \ b ' ε- x o g y a · .

A

^  Oxk 0  A  C2 ^ o n b - r a  ( \  G b c .  ^07
Ιύ=Δ , m x p

4 pxm

£ X o A y a  τ ή ρ ο γ  Σ  B''̂  a ' ''■

ex'" β '  = y _
K-d p x m  Δ—

' 0 t i
pX f4

Β > · ^ =  ( A B V  O



Λ Ν' ο\ π  V NicK-caa,

ewcxx g g y b x b g V T D x  gxa Πι[;·οι t o x  A o y x f n y x g x g s y ο | γ,γ_ t a

n o g  o.NO N 'tocsX  ̂ y n o p o g y a  arvcK'^gsyxvck  wo. t^aN;\avggogya 

T A N  x G . o T A f K  (E d  T o g  0 -  4 .G - 2  .'

{ f\ I  (\ 2 ~ -  ( \ γ
T

■ A a  A j

Π ρ ό τ ο γ Ο Α  Η , ό . Ζ

£ rs- χώ ο  η '  W OyVckS A e H  v\?bA -  0  , A ' a\Nox\ OYWTxGTpiANyô
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pê myx cos
— OT P

p T  A - "



A-
α  E v o g  ο F V n Y y V v o s  G v y o o o g U s  0 v g g o .s  χ ο υ , 

2  - 1  Ο F

A a ±

F

2

A

i  -1  

H ' 5

γ·<γ ' ' ' t - ' - -  Ρ  τ ^ ο , ο γ

R  -  R A -
© e x g p o G y e  n o  c b v Z x e - o  AxvcxroY [ _ h \ A U \

y e - T G C e r x y o r U o y e  0 0  ι χ ν η γ ^ ν ο  ^χχ^χχ+^οτ-

2  -1 
1 2
2  3

ο  1  

1 - 1  

4 - 5

1 2  1 - 1  
Ο ' 5  - 2  3

Ο 5 2 - 3

i  Ο Ο

Ο 1 ε> 
ο  ο  1

ο 1 ο 
i  -2  ο 
ο - 2  1

01+-+01 
 _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _

0=.-+>0ϊ.+02

1 2  1 - i O 1 ©' 01

0 1 2/6 -315 -1/5 2/5 0

O O 0 1 -M 1

Bpx'u'cogye Ζνχχ .  O ■- X

B/5 i|s o '

P  a -i/ 5 ■2/s 0

1 ' 4 1

01-Λ 01-101

1 2 1  --1 o 1  Q
2  ■-1 D F 1  O o
2 4 -5 O o 1

1 2 1 - i O 1  ο ­
O -5 - 2 3 ι - 2  O
_Q O O O Λ -4 1̂

0,t 1 0 i l5  -As '1 2.
O F 2/5 -
o O ,o 0

0-3.'^01-701 
U - + U - 1 0 i

01·

U 5  Ο 

1  -■ Η i

© DOT X

ο  OYNm yvbe-xAS y o o p ' 

R a  ?  A  .

.e\ e g  04χχΜ Vex e n G X iU e g c e x  o t x  rxpx\y



5 . o . i  τ  \ θ \ γ 5 ν θ / \ Θ \ Χ  Π χ Η Α ύ ρ Έ  ΚΘ,ΤΑ Σ Τ γ\ Λ £ 1

O n m n  e y c K t D P p e Y P  c — n y  e y  γ ν ν  t o o  r x e o o v T o s  ν Ρ . ς ρ : χ χ ο Λ ο · ο  ^  p v t p . -  

X m s  e y e x o y e  y n  t o o o  c t o  \ + p \ m  F p \ s  γ ρ τ ^ ε χ η γ ο Γ Ν ε Ύ Ο ο κ  ο γ ^ γ γ ό ΐ Ν

γηοροόγ·®  N'e ο γ χεο ο γ ρ  -toms g-p\ sp\m Fp\p. YPTec γ.ηγ.ο—\ gyKod p 

g T  A  y m  y  " -

Ιρ ή  C-i — 7  O y C i   ̂ Oy 4  o

l77d  C i  — T  Q  r  Oy C d

( i i K  C t -7-t ·

Π e  t d m p  σ τ ο \ χ ρ \ m  F p \p . γ Ρ \ ^ ε χ Α γ ^ - \ \ ε γ ο Μ ς  ( s m \ £ y   ̂ τεχοοον

Ο ^ \ ε γ ο \  K e v  0 P m y A Y e - \ e  e y o . x o ' j j e  γ ρ  e o T e  Π ο ο  όόΒΑτπλΝ 5T\s 

Γ\ γ ο η γ ο ο  γρΝΌΡ. rv e y e y ^ e iC y Y o o p  .

£ t g \^  \ ρ γ 0  CTT\ ο\ m m  n x y e P P P .  A  c m  B  p \ y e \  Gp a x o -
" V  ^
' < ro S .o y  e y .o \  e y  o  P v e p  Τ Λ ^ ο κ ό η τ Ρ \  e n o  - o y  ιχ χ χ ο  γ ρ  p ip e y γ ο -  

γ η  p y o s  n P rC P y O T Y P y  oy) e y A iY O y )  GTONxPNyoFmy γ Ρ τ ^ ρ χ Υ Ν γ ε τ τχ ε γ Β Ν  

g -T A X m y .

O p ' G Y o s  5 - 0 , 4 - 1 .

EeTso Oycxs ΠλΧα n'lyeres. A ■ Γοροόγρ aĵ pttt’co ctto\.xp\o 
γι^ς γη YnFpymns ε-ΤΑχγτΡ το ηγώτο γη YAFpyxt-c. αττοιχρίχο 
τ η ς  ε τ η χ η ρ . 

Ό . n x y e n e s  Α o y o Y e ^ P T e x  ~Χ - κ,\\ γ̂ ρχοτόρ ey;
Ι Α  τ ο  Α '^ Ρ Τ Χ Ρ ο β τ ο \ χ ρ \ ο  γ χ ε ς  γ η  y a F p w x -vis. σ τ η χ η ς  p\ve\ τ ο  i  

Ι π Ί  Τ ο  Α '^ ρ τ χ η ο  ε τ ο \ χ ρ \ ο  γ χ ^ ρ  γ η  γ Α ^ Ρ ν χ η Λ ς  {Τ τΥ χ η ς  Se'xevtT eN  

π ι ο  o c y T s o  e n o  τ ο  Α '^Ρ Τ Ν ηό 4 i C e Y i p  n y o A ^ o o Y P y n p  ε τ η χ η ρ . 

( ϊ τ ί )  ο ι  γ η  γ η ό Ρ Μ λ Τ Ρ Ρ  ε τ Υ χ ρ ς  ρ γ γ ^ ν \ ^ ν τ ε \  n y i y  ο.τλο τ \ ρ  

Y A S p y x K P s . .

E v e s  X -  ρχτγ^ρνΜ,τιόρ n x v e P i x P  χ Ρ '^ Ρ τ ^ χ  e y n - y y P y e  ρ  

S -  ρ χ χ γ ^ ρ χ ε τ ό ρ  n ' w e o e p  cyy ΡΠ χΠ χΡΟ Ν

( τ ν ή  τ ο  A ' ^ P T X S - D  4 ε ρ  ρ ο 0 ρ  γ η  Y n F p y x o n  τ ε τ η χ τ  p w c x x  τ ο

Y o y o  γ η  Y A b P y x A o  δ τ ο χ χ , ρ χ ο  t a p  χ ^ ^ ρ ε γ γ χ τ ρ  g t v n v  o n o x e  

e .y A P P \  .



H e  c x o G T n p c T e p n  ο ρ ο χ ο γ χ ο γ ,  ο ^χχ^ΧΜ^,γ^τό^ η Ε θ γ ΐ . γ .

ΤΥ.Ν η ο ο η γ ο ό υ γ 0 Μ · -  - Π ο γ ρ ^ Λ ^ - ^

ΡουΧ θ ' OYVVXYV0MOS exxy-0— S nkvoTG  ̂ Ε ν ο γ Χ Ο Ο Τ - ^ ^

Γ -  ε e X νγΟγΦνυτοS  η  'w GyGOyS, .
•To '{■Υώογγ,-.γ το » o.oo>poXJ0  ΤυυυυυοκΤοτο-υουου ΘΥ-»ν·ογτ- 

T o e . S . i , Η -

0e©pY\S>.OY ‘SYh- i.'Z . ^
E©^)e mxvx nCoYPGe AxvdyX e s m y o V e  οΣνου^ο^ ye evcx

^  — exx  yGtuO TO  Π'Μθγ0ε>γ .
ΓΛΧ v\ ckvnYyeM o

A n o & e x y v x  - i ' g
Ε ν Ε χ ο γ η  y e  τ η ν  c x U V e ^ v x  t o o  e e v o p A y G T o s  S . i . H  \ y e

E o s  T n s  OYn-xxoxyns CoG'xe.sd -

Π θ γ Ρ © Σ \ γ ν .θ γ

H tiY  yeTOYTpoYrxH  o  rvxMo-eoYS.

(M

" i . - 1  2  Z

A  - 2 - 3  O i
- 4 5 -d. ' i

s e OyVTY y l v o Γ - exxyoY too iT o  J vidyN

OyN n  y y e N O X -  icxxyoYT'^- \o

d -d o 3
H.

> 0 1 - = + 0 1 - 2 0 i - i 2 3 V X  - T - 0 ^

2 - 3 0 1 0 ^ - + 0 s T H 0 i o - 1 -H - 5

-H β - i - i _o i 7 •H

/■1 ' i 2 3 i - i 2 3 0s —+-F Σ
o J- 4 S

o i H £5
0 o 3 b

_o 1 7 ±i

■ L - i o (g' 01-=+0i-2 03 A - i O Yi  —̂ νΐκ -r .
o i M 5 01-^01-4 01 0 F O -3 ---------- --->

o o 1 2 9 O d. 2

( Γ  - Χίχλ ήΟγΐ-ΥΟΤΟΔ©



1 O o 1 ·
0 1 o 5 £y A\( γρνορ r- Κχχ YeomTc
0 O ± 3

1 -d 3 b ' Ca ■- > Cz 7 Ci ' 1 0 0 0
2 -3 O ± C-b -^K-zCi 2 --A -4 — 3

Eh -7 Cm -bCi
■-4 5 -i - X γΗ ± Ί ii

i O O o C3 -7 C3 + H Cz ± 0 0 0
2 i Ή -5 C-H -7 Ch .+5 Cz 2 ± 0 0

-M -d 1 1 4- -H -4 3 G
i O o O Cm —7 Cn-cCb ’ i 0 0 03 1 o O a A 0 0

_-H -1 i E - 4 - A i 0

-7 -C-

-7 4  Co,

C z  -7C-Z t C b  
Cd  ^ C d  + 4 Cb

{ X -  κχι Y'̂ sV-CTOp'd

1 0 0 0 K  - 7 > C d - a C > I 0 0 Ο

2 1 0 0 D 1 0 o
0 0 d 0

.  0 0 Ι ­ ■ R

Pxs AN  ̂γ Κ o ς 2γ- -νρχ\ Y e n m T  ο ρ

O y x G y .e s  5 0 ··λ . ο
Α

Ε μ e p  Υ Λ Χ Α  nxyexces £  χρ γ ρ τ^ χ  s t o x x z a E iF a p  rx x ve A x p  

bfrTa, g-TA3dp e \  rx yo ru n T L x  e n d  T o y  τ^Μ το-τχηό rxxvexce X a  γ ρ  

Ρχ^εγγο-^Α p y o p  ε τ ο χ χ ρ χ ω δ ο ο ρ  γ ρ τ ^ ε χ Α γ ε τ ιε γ ο Μ  G-rnxdy

Ε κ , ε ο γ ρ  t e x  p F m  τ γ ρ χ ρ  τ ο η ο ο ρ  ε·τοχχρ\χνγ^>Λΐν rx x yen m y  c g t X

C i  - 7  eC - :
G T a x P S  ·.

A

Id γ ρ  I a
C i  -7  G j  +  c k C  I

E- ·
i  , Ck 4  g

Et, Λ

Ay



Ay

£
O n

7

E - °'-
Α Λ

-  Ε Γ

a  E ' d  - V '  ^  Σ · '^ ·  
 ̂ Σ Λ  1 * - Λ 0

. Λ

E k i d -

(2)

t 3 )

B y e n o o y e  0 . .  o x  c T D x y e x E ^ e x s  n x w C x s i - ^ T b  ^ ν τ χ ς τ τ ο χ χ Σ ν

' S t  ^ η ο χ χ τ τ , Δ ^ χ ι  n W a r e s  t G T E y p ^ y . ^ V £ , 0 c > c T ©  G o v l a e x G ^  χ σ ν ό ο ο νf I I  Σ
= x s  c y , f - „ , = Y  Υ,,Ν ^ Y Y ,  n U » t

5 . 3 . τ  ο , ο , - b Y  < „ o > y l r . v Y Y  » W e o c - . .  L « k  η . , , γ  ο , ν τ , ^ - γ ή , Λ γ γ ο Υ

0CvX o  GN \ X C T D C 3 t p a S  - T o g  r  \ VCXX PrX\KvY<L ,- ' τ' X N toNNCxx toVAxDNxe G T O \ \ e \ g l 6 v \ S  n X N c x e t x S

F ' O  G g - j ^ r e e p x y k N G  ^  e y o g y e - .

(£ tV ^  t E ? -

E u E  t  E : -
E d U d

-

(4d

1.5)

16 )

F  rXQCXpt^XV ,̂

H e x  X p U o ©  OX e y ^ x e  s - T o x x e x A U x s  4 K 4  η ' χ ν ο γ £ 2 ^
c s  nA y

E
Dy,
D _X E

/X,
F  '=e^ Y> ^  e . E

Os ix
C H  J  C h u  E h ^ f

i  0 o o
O 1 O o
o  o  CM o
O O O  i

e t  = EL

O y

7 yH  a

i 0 O o ' 1 0 O O
0 i 0 Q

E ©  =
o F O CK

Q o N O 0 O F o
9 Ck o A, sO O O i

= U U )



0 0 o 4
0 1 0 0
o o 1 o
i 0 o o

r \ o 0 T e C A  5 . 3 . 1 .  Η

A n  ο  γ Λ Κ α  nAecop β Γ \ ο ο κ Μ α τ ρ \  c x n o  t o n  m m  

r \ \ s e n o K  A  Ρ γ ^ ^ γ ό ^ Ν Τ ϋ Ρ  a y e  c s T O \ ) Y - \ m F v \  γ ν τ ^ ε χ η γ Κ ΐ 'Ο  γ ο

ε τ Α χ Α Ν  τ ό τ ρ  ^

β  - R  ΕA , ,V Ν I y  k
Ο Γ Λ Ο Ό  C .  E\VOy.\ ο  G T O X X O ^  C ^ T O V A l A K i b Y X ^  VA\\'CxV-i>^S> ^H>N-TOy

e-'v\^XS> .

A n o F x T r A

Y d e y io Y O x e  γ χ  e o T n  t a s  © y ®  \ e o - A i 3 . 3 . 3 . a
T o nxo  VLeTm 3 x m y v \ 'Y e  p x ye x  t o  eV TviS lQ .xX 'P  t o m  £ 3 x 00-

^ η γ ^ τ ο Ρ  5 . 3 -M

© χ Δ ρ η ν , ο ,  3 - 3 . 1 . S

A y  o\ m x n  n 'x y e n P 'P  A xuxx β  pxyex ε τ Α γ ο χ ε ο ^ ο Ν ε γ ο χ ^

τ ό τ χ  ο γλ Α ο κ ρ χ  x v e s  u a r x x o e s γ Χ Ν o x  ε τ ο χ  x g r m F A y
^  A  7  . ,

rXXNO.AvOy PQ.-0. S tA x IS  E i  J E p   ̂X T g X  m G T X

/K e
& · =  R E i £ ^ - - - X

Α π ό  F xxt-t

T o  ' 3 ρ ν 3 γ τ γ ^  P x y c x N  Ε γ χ Ρ η  G o y p r x x x e  t a p  r V y c T o j S n P  

5 , 3 . 1 . . .  H  e n o F a x - ^ A  -^xyxTex p n e '^ m '^ x n e  xLex a w e x  n e y x

γ ο Λ  e  γ ρ  T a n  e n d  F x x 0 a  T o o  B .  3 . 3 - M  . CD



P'GV\Oy δ
/Ν

Αν ο R  Β\νθγ\ ο cxvnx^ylNOS Ε ~  t-yxycgpgi-bs το υ  

Γ Λ χ η  ηχΝΟγ'ρογ Α   ̂ - ό τ ι  g n © p x e \  ln d yS  n eu ep cx c  y l y o ^  

CKpxbyos. ε-τολ χτχγηΖ Εν  u \n©x-«n tco^  ετΑ>Τ'+ t- 1  R ; ,  --’■ E t _b ύ δ γ
LTGx οχετχ. κ /X κ. Λγ

Κ -  β- £ i E f - E ,

Α  η  ό  Vex~yν\

Α  ςρν\ΝΤΤϋγ\ χΛΧ A gtvnG Y X  . ί  )

Α ν ο  ΓΛ ίΝΟγυογ^ Α  £'Ν Ο υ\ τ τ τ ρ ο γ ^ \ θ ν χ  o o s  \ρ_θγ\ ο  οκΝη-^ρΚΝο^.

~Σ -  £ -χ\  y t 'to 'K T O S  ΤΟΟ

R  1 η  ( U

n o - e  ο  Α  exNcxx g n t x G - p i y x y o s  . Π ρ Ε ^ ^ ο τ χ  ^

“ ο  F o p x e y G  F   ̂ g n ^ p x e x  χν cx s r x e n e p G G y e _ N i» s , C K p x ^ y d s
  , , , X  τ Κγ̂

C I X Ο Χ  χ ρ χ χ Ο ό χ Η χ ι Γ\-,Ν Ck G s ON VXcTft. S T v y e e .  E i . ^  Ε - Ζ _ ^ „ ,  J  e T G X  N xXC T e

E  a  Ι γ γ  E  1  E . ~ i _  - - t E x  ■ [ s )

o Π  OT e

A - -ΐχΛ tx  —- Εγ. E i U y
E y o o y e  e n x  gn\s  -.

Xn ~ f\ l\ — (\ E x  " " - E-2̂  ̂ E i (4̂

A r x S  T x e  E d  xo yX E d  G o y n e p E x v o g y e  ό τ χ  o  y n o R

NcK G p F b e x  e y  OYpyoyoVTtM S. g t o v  X n  τ ο υ τ  xV x d o s  ετο χχχχ©

b e e  yeTGCxnyoY-xoyoos ε τ η χ ί ν  η ο υ  yerGTpenogv ton  A

c e  G vnt^ ipeN o T -  χ^χργΟγΧίΝΛ-ό

:> τ η ν  χ ο ο τ σ η  T o o  Oy>!t  x e —y o y o o  bn  o s  τ ^ τ ο ο γ -

^ vg s ix e o d  rxxvcxncK β   ̂ y n o p o b y e  vex Χ.0ν»ρνχ r o o y e  t o . l

G υ ' Σ ί τ  c  n  X N DyOck



Λ

I A

\ o y  o n o x o  γ Χ τ ε τ ρ Χ Π ο ο γ Χ

' A  -1
- R  1

— (\ \  R  -  T a  ^ τ ό τ χ Q

K ^ - -

Τ  - η  -,Κ-Λ'' γν>.ηνώ··\ ο

(\ 0\NeS e .V T X E T y X '^ Y O X  c e \

/\ ^  y  . X Ν ,-
_  /\μ R ·4 Ι*̂ ·̂  ^  'TOO>,CX7nNG' '̂© SIYXG'L-

y x A A  G T 0 0 z \   ̂ Τ ό τ ρ  o  A  Spy pweN e y O  ε τ ο χ - ^ γ ο ρ  ,

F  e p  ckF p x x  v-o.

H e  feytfepx o eyTxCTootoop tom ( \ -

i  - d  2  

3  0  M
O d - 0

( p .\yo .N  O  n ’w e o x p  t o o  n e y e B x x ' ^ Y e r o p  i  C t a  e ' l Y ' . F e  S . ' S S ' )  . 

O e  γ Χ τ ^ ε χ Α  γ ο Γ χ ε ο ο  γ χ  τ ο  ε ο Μ ό χ τ ο  n \ v e o e  L B

CkSy\γ γ Ρ Ν Τ  - eY \  Ye'cmr\o

_A

1

1 -1 2 Cz-7 Cz+ Ci i o o
3 0 H 3 6 -2
O 1 '2 Cb—7 C-s-aCi O i  -2
i o O 1 d -2
o i O o 1 0
o o i / o O 1

1 o o
C z - 7  - L ·

i o O ■

3 - 0 3 3 i  5

G -  0 i o 1 i
1 —  c L 1 1 1 i
D 0 J 0 G  d

o i. O o ' 4 a  ®

c X

C s - 5 C a



1 0 0
3 Λ

Λ . ο
0 1 -Η
d 1 -Η
o ο Λ
o -4a τ . ]

1 ο Ο
3 i Ο
o ο d
i ο d
0 /̂η -Vh
O -5/a

E l  - 7 C l- b C ;

Ο A

d ο­ o
3 χ o
O d d
d d d
o o -i/M
o  - '/ a - 5 / s .

' i O o
O 1 o
0 o d

d o d

-3 / h -4h
-4a /̂a -5/s

p w e x  εν- Γχε- ρ Χ γ χγο ρ  r e x
1 Q ± 

-3/ij d/n -d-A 

-2.1-g d/g. - S / s

γ χ  -TO 0 .  5 . 3 . G  ̂ D.V A G I H msY\ ce x R
Γ - κ χ χ  Y e x o iT o p A  .. -T cPx N e \  o  e M A s ^ Y p y o )

pves owTx STyxTx γορ G\yep».p, P -ότοχοχ Ηετχ··
R  = Ρ  A

O T X  o r \ eyxpx

\Ay Ρ .ρ γ \ η  wO GA lOM ^ΜΑ'^γΧΝΟΜ R  -  Ρ,γχ γ^ Κ νΤ Τ ο ό  Π W  Ο.ηο.

Έχ'Οχ,Ν  -Tq ηό,τνο M x x m p n Y e  .

0 Χ \ θ ρ γ \ γ τ \  b „ 3 . i  γ
----

A n  R  XXNex o  eM A '^ Y X y o p  X -  τ ιχΝ γ ^ η νο τό ρ . n'xNecep
ION mxrx n\xex-e A -τότχ ρηΑρχχχ ©yep er-Tx ετρχ̂ γοχ

G \ M o .p e p  Q  TP-Toxop  m c T 0

R  =  Λ  Q ,



Ζ  η,ό De.-LV',

2 byyg3NOY yx  το θ .  S .B .i.S^  u η ese-·)ύ-\ x\ ου> r\enoU‘''^U
ογρΆχ^ο©  e T o x y n x D L © ! , Γ χ ν Ν ' Ο γ ' Ρ Ο ί Ν  xcTx . t ·.vy-S E l _ , F x  j - ' "  i

X T  G \ gl 6 ' e

©  e T  O N T  exS.

/s Λγ /\
R y a  β  E i  ” - ·■ E x

a  E l

Β χ ο υ  y e

R  a  β Ε )

O Q. e'-'NCKx OYVT\6Tpey\yoe gas yw oyeN O  o t q \ x,e\giLxON 

rw vA e g x v  -

i n

E d

I3d

β η ό  T \ e  ( i d  e o'X ( Σ  n c x p o r n p g o U  ό τ χ  o  Q  n p o e o m e x

ΟγΓχό TON X p  eyOYOy0;;y>NTDYe T o o e  c t d x k v . E L t x L  xfen ckc yn y rK -

T x e-yo O S CTVxx©N rxog eyDY,py0;;y>NTex\ yxo. t t n  ceMD-yvgy-A τ ο υ

β  c e  O YN T-yye N o X -  e x x y m ' C ' ^ . o  ^ © τ χ  . ,γ-

A m x n r-No

- /s
RtrrxKVV

X x i  _ QyYXMT. .

 ̂ \ t
E'xVOyX OOyX eFgi yOYWepO oTX OyN o 

/s
IC-OyX . R  a  Xvx Y T  ό τ  e

Q a K " ,

β  ι 'χνουΧ τχτρογ^χυΝ χ Tos,

Εο γρ ο γ ό τχχ  SMDy

A  =

e x v  OyX o  O Y N O x y x e v o s

2  - 1  O 1

1  2  1  - i
2  Z  4 - 5

Τ '  _ ηχ·χ y  cs-i-giTo s TOO

I Oy bp2oex T eT ρθγ·χ·v G N X O O S  n xW Oy'-CDyS

R  a  β  G> .

Q  T T T o x ce  xjic x l



p o g y e  χΌ cb N Fw _To  n'xNcxecx

T  -

Ltl tO,\ TON

Y X S . ,N y » N X  CSX ' κ . τ γ Χ ' . ο  T  -  K N ,.,Y= .Y t,T i

f\
1 l

o

1 O O o
-i ± 1 3
-5 H 4 i 2
Ό O o ■i
O i o O
0 O i O

_ i F O

fl O O o
O ± O o

- Ι ­ H O o
Ο o O i
i F -.1 -3
0 O 1 o
2 i - i - s

C h

■ C l  - C ^

’ C h - b U

i  o  

-1 1 

- 5  M

o  o  

o  o  

o  o

o

o

0
1

0  o  i

1  -±  - 3
O  i  0
d -Λ - s

4

Y yT t O y C  χ η  -

2

F

- i

2

o

F

i

- J
- + C h

1

-i
- 4

2

O

Γ­

2 '

Δ
3 M - 5 >- -5 <9 Η 2

i 0 O O O o O i
0 F O O O F O 0
O O ± o O O ± 0
0 O O F i O o 0

C i C\ + C-

y n  \ o g y e w , ηΧΊΟγΤΟκΧ £\NDy\

0 0 0 J
i i - i - 3
0 0 F 0
2 1 - 1 - 5



K .(\H 0 H \rV \  H O ? ® H  Γ\ \Υ 6 £ (\

QpxGyo-P ‘ο.Η-Λ

ceyoN'XKA γ ο ρ φ ή  (ηογτπεί F  p y e  ΓΠ \η

r\ \ y o .to .  rxDM P-)ij_x t a  εο Μ Ύ χτΑ  γ ο ρ β η  ■

Η τ
I  Κχ,ν ^  ε κ  po-rl

ΟζΓΛ -vM K r O lm - r'iK V Y i- r)

F  epeT  Ap a G a
^  ' ■· ' t : \ F \ x T S  π χρ χη τνύ δΡλ ρ  κα.ΝθΝΝΚΑρ y o o o a s  'u .y e s  o  \ v\xNexxp

I '
LO.

r\p0TCsgA 5 . * i . 0  ----

t  e 'b x  γ·Α  YAFxyxx-DS XYxV,v\ n'xyeioxP γΠορρχ y e  es'eKK-X—

γρ  npnayeG Y P N O  η χ τ Ε κ Ρ  cToxxxxm tG y YXTeGxAYerxSYW y

CTAv peMoyxKvx γ ο ρ γ ό  F  .

F  X F\  n e  e y  © Λ  a \ y e x  T PT p e '^ m y X t o p  Pex e v T x g 'ρΡγχγΟ Ρ 

~ό-ΤΡ A peyoMXKA γ ο ρ γ ή  to o  <j.xyex o  Y O seF iex o p  rxxNeCeS

I a  .

Α η ο Ε ρ .χ - \ν \  .
•----------!:±S~

B e e x ^ n e x  s t x s  οΤ ;Α Χ  rx e p o T A p a s p x p  \

le d  O ( \  γτΛΟροχ y e  e y e x F x y  γ Ρ  c ro x y p x e F x x  s  Y ' t T e o 'm Y o .  

Τ χ σ γ ε ο χ  v ^ y e Y Y o x y  C T o y  eyA ^ ^ Y Py  o  Γ -  κ χ χ  Y e n v i iT o  R  .

t  C T m  O TX  o  R  ρ γ ρ χ  r  TO  O e A t s c s  γ η  γ ,Χ η ν χ ν ρ ρ ,

y  e Y Y P P

R - -
f\  YXY\ 

O l m - x ' i r  A



{£) Ox  (Λ - ή  TO nxOZos noo ητοχόχοον

nye-xoex στοχχόχογ unoeobN no  ̂ u-rcKyephogv gtoy όττχς
'υ. CK

χο υ  ΠχνογΟογ X V  OYVTxUTcx^-VGn ,,-ΝηχόχΝ  ̂ ο π ό τ ν  η ρ ο ο ο π ττχ  

Π  X Ν Ου Tcse Τ η ν  χ^γΟρηγΛΜ ■

Ιχγχ Fν'Χ0 Γ  Γ χ Η - π

O v m - n x r  0 [  m-vd x(-A-r)

( Σ  ' “ t S T D x U x o -  τ η ν  π ρ Ε + η ν  ^ρογΧΛ^λν τ ο υ  F  yaopobN 

Voy ΟγΠΟγχ,τ^Σο'οΝ y e  GTOxxexObexs yeTOYGxnyoYTxGyod ν  ετν\χ©Ν
\θΌ ΎΌ Π0\)

C : ; -----+ Ri Rlk ) 7-= .

' c s y  G x o x x e x o Y  - n s  G e o T e p v e e  - ^ ρ ο γ γ ^ ό ν  τ ο υ  F  y n o p o d v

vdy  ε κ τ ο γ χ ν χ ρ 'Ζ ο ' υ γ ,  y e  c s ro x  χ ν χ Η ό ν χ ν  y e T c x ^ x n y o Y T N G y o b  v  ε τ λ χ ν χ ^

τ ο υ  τ  υ η ο υ

Ce C-k -  Ox^y - C  g  J 7 τ 0 + Α ^ _ . ^ ν γ . _ Υ

IZ .V .Y  Γ\θγ\ρ·.(ου

N  a

x p w o o y e  χ χ χ χ « χ  - v i v  ΤθγΝίθ '/\χο©  y o p y b

I r x r  0 V X  (.vx-r)

Ovm-xbxr 0(m-rVxU-rd
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. :  + ' μ - 1

.:  + Λ·„. , + .ν„

ν „  I +  ν „

ί ιτ ιη ·  ( ι) II = X. (α )  II = 9.
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Α λ ί  A io i - "·- A y\:i

A  do A z "2  ̂ " A v\3
3 <r ■*

Γ

^ iv \  A n n  '  ·■'■ A vva

14H

ΠουΡΕΕζχ Ν ydPx i
Π ο -,  T O N  ηιΝΟγΥ-Ογ A  -

4 3

7  'Ί
ί - χ ο ο  ■-

Α ϋ ^ ζ   ̂ A a 3  =  —2   ̂ A - 2 i  -= ~ 3  Scx\ A z z  "  4  J

ono-vT sgyYiytiiNOY γ,χ ton τ ό η ο  ( i )  o sg ŷγn3γ '̂ιt\ î'y.cc\ r̂.QS tdv
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π  ρ  ο  6  Α  Η  Κ  Α  i Α  (C Ε  φ  f\ ί\ Α\ Ο X

Να υ π ο λ ο γ ι σ τ ο ύ ν  οι  παρακάτω ο ρ ί ζ ο υ σ ε ς

Ci) 2 3 1 β) 1 0 6 T) 1 0 2 6) 1 0 0
- 1  4 | 3 4 15 3 4 5 2 3 5

5 6 21 5 6 7 4 1 3

Να λ υ θ ε ί  η εξίσωση

1 0 - 3
X - 1 = 2 X - 6
3 1 - x 1 3 x - 5

6 .3 Να δ ε ι χ θ ε ί  ό τ ι  η τ ι μ ή  τ η ς  π ι ο  κάτω ορίζανσοΔ ε ί ν α ι  α ν ε ξ ά ρ τ η τ η  
τ ο υ  θ .

5Ϊηθ  
- c o s e  
ε ίη θ -σ ο Ξ  θ

σοΒθ
ε ί η θ
s i n 0+c os e

Κ
Να βρ εθ ού ν  οι  'τω,Μ πιχρογτιχ-τώ o^iy^ogeCsi νΑθΓ\ο·ι\Ηττο.ς

T \s·  v E v o T n T G S  ? . ■ - . , X ■ ^

a) 1 - 3 0 P) 3 -6  9 T) 1 -2 3 1
) 4 1 -2 7 - 2 - 5 - 9 6 3c - 2 2 0 1 5 - 1 2 -6 -2

2 8 6 1

δ) 2 1 3 1 ε) 0 1 1 1 στ) 1 3 1 5 3
1 0 1 1 1/2 1/2 1 1/2 - 2 - 7 0 - 4 2
0 2 1 0 2/3 1/3 1/3 0 0 0 1 0 1
0 1 2 3 - 1/3 2/3 0 0 0 0 2 1 1

0 0 0 1 1

6 - 5 Να δ ε ι χ θ ε ί  ό τ ι

1 X yz
a) 1 y χ ζ = (χ

1 ζ xy

1 α Ρ+γ
P) 1 Ρ γ+α =0

1 Ύ α+ρ

= ( x - y ) ( y - z ) ( ζ - χ ]

6 .6 Δ ί ν ε τ α ι  ό τ ι b C 
e f
h i



6 .2

>-5

Να β ρ ε θ ο ύ ν  τ α  ε ξ ή ς :

d e f β) 3 a 3 b 3 c r) a+g b+h c + i &) - 3 a - 3 b - 3 c

g h i - d - e - f d e f d e f

a b c 4 g 4 h 4 i ς h i g - 4 d h - 4 e i - 4 f

Εστω ό τ ι de t( A )  =-7 , α'ποο Λ  CNCSS 7 -Κ 3  π'ν Ν όρ-Λο'οΝ
α) d e t ( 3 A ) ,  β) d e t ( 2 A ^ ) ,  γ) de t  ( (2A')d o ) d e t ( A D  

Χωρίς  να ανατττυχθούν οι ο ρ ί ζ ο υ σ ε ς  να δ ε ι χ τ ε ί  ό τ ι

6.\0

α)

β)

α
β
Τ

α
β
Τ

Τ

= ( α + β + γ ) ( β - τ ) ( γ - α ) ( α - Ρ )

α -βΤ  
β - τ α  
γ -αβ

= Ο

Ύ) l a p
a 1 p = (α+ρ+1 ) { α - 1 ) ( Ρ - 1 )
a  p I

&) Ρ+γ γ+α α+ρ a p γ
q+r  r+p p+q 2 p q r
y + z  z+x x+y X y  z

Εστω ο π ί ν α κ α ς  Α=
1
6

- 3

-2
7
1

3 
- 1

4

Γ ι α  κάθε  σ τ ο ι χ ε ί ο  τ ο υ  Α να βρεθούν  

α) η ελάσσων ο ρ ί ζ ο υ σ α  

Ρ) τ ο  α λ γ ε β ρ ι κ ό  συμπλήρωμα

Να υ π ο λ ο γ ι σ τ ε ί  η d e t ( A )  αναπτύσ σο ντας  κατά τα  σ τ ο ι χ ε ί α  τ η ς

1)
i i i l
V )

π ρώ τη ς  γραμμής  
δ ε ύ τ ε ρ η ς  γραμμής  
τ ρ ί τ η ς  γραμμής

ϋ )  πρώτης σ τ ή λ η ς  
ί ν )  δ ε ύ τ ε ρ η ς  σ τ ή λ η ς  
v i )  τ ρ ί τ η ς  σ τ ή λ η ς

Να υ π ο λ ο γ ι σ τ ο ύ ν  με α νά πτυ ξη  κατά τ α  σ τ ο ι χ ε ί α  μ ι α ς  γραμμής  
ή σ τ ή λ η ς  οι  ο ρ ί ζ ο υ σ ε ς .

a) 1 ' 0 2 β) 3 4 5 T) 1 4 8
3 0 4 1 2 3 -2 1 5
2 - 5 1 I 5 - 4 - 3 2 4

5) 3 1 4 2 ε) 1 2 3 5
9 3 4 4 4 2 5 6
1 2 1 1 1 0 7 8
1 1 1 2 2 5 6 4



Χ ρ η σ ι μ ο π ο ιώ ν τ α ς  τ ο ν  τύπο Α'^=___^
d e t ( 2 )

α ν τ ί σ τ ρ ο φ ο ι  (αν  υπάρχουν) των παρακάτω π ινά κω ν

adj (Α) Να β ρ εθ ού ν  ο ι

α ) 2 4 Ρ) ο ο β Θ Ξ Ϊ η θ Τ ) c o s  θ 0 - β Ι π Θ
4 1 ε ϊ η θ  - ο ο ε θ 0 1 0

ε χ η θ 0 c o s  θ

δ) 2 2 0 ε) 2 1 - 1
0 3 1 - 1 2 0
1 0 1 0 1 3

στ) -4
- 6

2

■2
11

7

Αν -3
Ο

-2

Ο
1
2

να ε π ι β ε β α ι ω θ ο ύ ν  οι  
καρακάτω ι δ ι ό τ η τ ε ς

α) Α adj (Α) =adj(Α)A=det(Α)I 

β) d e t  (acfj (Α) ) = [ d e t  (Α) ] 2

α)

Να υ π ο λ ο γ ι σ τ ο ύ ν  οι  ο ρ ί ζ ο υ σ ε ς

β)-1  -1
1 1
2  2
1 -1

4
-1
- 5

2

-1
1
2
1

-1
1
2

-1

τ)

δ )

4 - 1
-1  1 
- 5  2

2 - 1

δ) -1
1
3

-1

-1  4
1 -1 
2 - 5
1 2

Με τη χρήση τ ο υ  κανόνα του  Cramer να λ υ θ ού ν  τα  συστήματα

α )  2 x + 3 y - z = l  β )  2 x - 5 y + 2 z = 7  
3 x + 5 y + 2 z = 8  x + 2 y - 4 z = 3

x - 2 y - 3 z = - l  3 x - 4 y - 6 z = 5

+ 3 x 2 - 2 x ^ = 3  
2 x,  -2X3- 4 x,  = - 4

+ 2̂ +̂ 4 =3
2X3+5X3+3X3+6x  ̂=16

r )  2 z + 1 0 = y + 3 x  
x - 3 z = 2 y + 8  

4 y + z = 3 - 2 x

ε) 2X3+X2+X3+X^=-1
JCi +3x 2+2x 3+2x  ̂= -5 

X'3-X2+R-X,=2

Να λ υ θ ε ί  το  σύστημα

X i +3X2+Χ3-2x^=0 
2X 3 -2χ3-4χ,=0 ·

X, +Χγ + χ„= 0Ε '^ 2  
2 X 3 +5χ'2 +3x3  +6 χ^ =0
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t \ V c x x  t r V x C A S  c x y y ,  y o y O  ε  A y c x N T A  tcx \  t n d

Bn b &ΆΑA

lo  DTx A F  ζχζχ  OdJT\GT pDĈ A Z'\C.GO ĉR\yt'TCX\ (\r\D
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ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ ΚΕΦΑΛΑΤΟΥ 7

1. Έ σ τω  Ρ ; R 2 η απειχόνιση  που ο ρ ίζετα ι από τη  σ χ έσ η  

= (2 i ,2y ) .

Π εριγράψτε τη ν  ειχόνο τω ν  σ η μ ε ίω ν  που ανήκουν σ το ν  χΟχλο χ -  - f  μ έσ ω  της F .

2. Έ σ τ ω  F  : R* .— ) η α π ε ικόνιση  που ορ ίζετα ι από τη  σ χ έσ η

Ποια ε ίνα ι η ειχόνα της έλλειψης

-  + ^  = 1 
9 16

μ έσ ω  τη ς F\

3. Έ σ τω  η απε ιχόνιση  F  : R^ — > R^ με τύπο

F {x ,  y ,  ζ )  = (χ +  2y  -  i z ,  2χ +  3μ +  ζ ,  χ  +  ζ )  .

(α) Να δειχθεί ότι η F  ε ίνα ι α μ φ ιμ ο νο σ ή μ α ντη .
(Ρ) Να δειχθεί ότι η F  ε ίνα ι επί.
(γ )  Να βρεθεί η ί ' - ΐ ( 3 , 4 , 5 ) ,

4. Ε σ τω  οι α κε ικο νίσε ις-Έ  και-Cz-f-R----- Η € 2Ν α  δ ε ιχ θ ο ό ν η ·π ρ ο τ ά σ ε ις : “
(α) Α ν  η G  ο Έ ε ίνα ι α μ φ ιμ ο νο σ ή μ α ντη , τό τε  χαι η F  ε ίνα ι α μ φ ιμ ο νο σ ή μ α ντη .
(α) Α ν  -η G  ο  F  ε ίνα ι επί, τό τε  χαι η G  ε ίνα ι επί.

5. Έ σ τω  η σ υνά ρ τη σ η  / : R — Α R με τύπ ο  / (χ ) = 2 ι  — 3.
(α) Να δειχθεί ότι η / ε ίνα ι α μ φ ιμ ο νο σ ή μ α ντη  κα ι επί.
(Ρ) Να βρεθεί η /" Ζ

6. Δ ε ίξ τ ε  ότι οι παρακάτω  απεικονίσε ις  ε ίνα ι γρ α μ μ ικ ές ;
( α ) Γ ;  η.= — >R^ μ ε Τ ( χ , ,Χ 2) =  ( χ ι + Χ 2, 2χ ι) .
(β) Τ  : R^ — > R 3 με Γ {χ ] , Χ2) =  (χ ι +  Χ2, ®ι -  Χ2, 3x2).
(γ) Γ  : R*· — > R·’  με Τ ( ΐ ι ,  i j ,  13, Χ4) =  (®ι - Χ 2 +  Χ3 +  Χ4, X] + 2X 3  - Χ 4 ,  Ι]  +12 +  3 x 3 - 2 x 4 ) .
(δ) Τ  : R^ — > R^ με Γ ( χ ι ,  Χ2, Χ3) =  (χ ι +  2x 2 +  ®3ι Χΐ +  Χ2ι +  ®3).

7. Δ ε ίξ τ ε  ό τι οι παρακάτω  απ εικονίσεις ε ίνα ι γ ρα μ μ ικ ές :
(α) Τ  : Λ<2χ 2 ^  R  με Τ (Α ) =  t rA .
(Ρ) Τ  : Α42Χ2 — ) Λ43Χ3 με

O il 012 Ο
Ο Q22 ο
Ο Ο θ21

8. Δ ε ίξ τ ε  ότι η α π ε ικόνιση  Τ  : Μ ΐ χ ΐ  — 1 R  με τύπο  Τ ( Α )  =  d e t(A ) δεν εί να ι γ ρα μ μ ικ ή .

9. Έ σ τ ω  η γ ρ α μ μ ικ ή  α π ε ικόνιση  Γ  : R^ — > R 7  Α ν  ε ίνα ι Γ ( 1 , 0) =  ( 1 , 1 ,  0) κα ι Τ ( 0 , 1) =  (1 , - 1 ,  3),
να  βρεθεί ο τύπ ος τη ς  Τ.

10 . Έ σ τ ω  η  γ ρ α μ μ ικ ή  απε ιχόνιση  Γ  : R® — γ R^. Α ν  ε ίνα ι Τ ( 1 , 1, 0 ) =  (3, 2 , 1 ) ,  Γ ( 1 ,  0 , 1) =  (2, 1 , 1 )
κα ι Τ (0 , 1 , 1 )  =  ( 3 ,1 ,  2), να  βρεθεί ο τύπος της Τ  ως προς τη  β άσ η

/ \Οπ 012 γ
\ 021 022 , J

{e, = (1,1,0),  6 2 - ( 1, 0, 1), 63 = (0 ,1 ,1 )}



11 . Έ σ τ ω  ο τελΕοτής Τ  ; R® — r που ορίζετα ι από τη  σ χ έσ η

Γ ( ΐ ι ,Χ 2 ,  2:3) = ( ΐ ΐ  + 2X2 + -+ ''=2, 2̂ + ^s) ·

(α ) Δ ε ίξ τ ε  ότι ο Τ  ε ίνα ι γρ α μ μ ικ ό ς.
(β) Να β ρ εθο ύν  ο Κ ε τ ( Τ )  κα ι η ά ι τ η Κ ε τ { Τ ) .
(γ )  Να βρεθεί μ ια  βάση  του Κ ε τ { Τ ) .
(δ) Να βρεθεί η ά ί τ η Ι τ η { Τ ) .

12. Έ σ τ ω  ο τ ε λ εσ τή ς  Τ  ; R^ — > R® με

Γ ( χ ΐ ,  Ι 2, xs) =  (ι>:ΐ +  Ι2  -  2x3, — 2x2 +  Χ3, —2 χ ι +  Χ2 +

(α) Δ ε ίξ τ ε  ότι ο Τ  ε ίνα ι γρ α μ μ ικ ός.
(β) Να βρεθεί μ ια  βάση  του K e r ( T ) .
(γ )  Να βρεθεί μ ια  βάση  της 1 τ η [ Τ ) .

13 . Έ σ τ ω  ο π ίνακας

Α =
1 1 
2 3 
4 5

2 1
- 1  - 2  

3 Ο

(α) Να βρεθεί ο r a n k ( A ) .
(β) Να βρεθεί η n u l l i t y { A ) .
(γ )  Να βρεθεί μ ια  β άσ η  του Ν{Α) .

1 4 .-Ν α  επ αναληφθεί η ά σ κ η σ η  13 ό ταν

(Ο

(»)

( ϋ ί)

Α =

Τ  1 - 3  ■
2 1 - 2

— 1 1 1
1 2 - 3

1 1 0 - 3 - 1
1 ■- 1  2 - 1 0
4 -- 2  6 3 - 4
2 4 - 2  4 - 7

■ 1 - 1  1 1 ■
1 - 1  2 3
2 - 2  1 0
1 1 - 1  -- 3

15 . Έ σ τ ω  ο m  X η  π ίνα κ α ς Α.
(α) Δ ε ίξ τ ε  ότι ο π υρ ή νας Ν ( Α )  του Α ε ίνα ι υπόχω ρος το υ  R " .
U )  Δ ε ίξ τ ε  ότι η  ε ικόνα  R{A)  του Α ε ίνα ι υπόχω ρος το υ  R"". 
Σ η μ ε ίω σ η ; Να μ η ν  χ ρη σ ιμ ο π ο ιη θο ύν  οι Π ροτάσεις 7 .3 .5  κ α ι 7 .3 .2 .



9 ΙΔΙΟΤΙΜΕΣ ΚΑΙ  
ΙΔΙΟΔΙΑΝΥΣΜ ΑΤΑ

9.1 ΙΔΙΟ ΔΙΑΝ ΥΣΜ ΑΤΑ ΓΡΑΜΜΙΚΩΝ ΤΕΛΕΣΤΩΝ
Ορεσμ-ός 9.1.1

Έστω ο γραμμικός τελεστής Τ€ C{V). Ο αριθμός λ £ Έ ονομάζεται ιδιοτιμή 
(eigenvalue) ή χαρακτηριστική τιμ,ή του Τ αν υπάρχει μη μηδενικό διάνυσμα 
U £ V που ικανοποιεί τη σχέση

T{u) = Xu. (1)

Κάθε μη μηδενικό διάνυσμα που ικανοποιεί την (1) ονομάζεται ιδιοδιάνυσμ.α 
(eigenvector) ή χαρακτηριστικό διάνυσμα του Τ που αντιστοιχεί στην ιδιοτιμή
λ.
Οι ιδιοτιμές και τα ιδιοδιανύσματα του Τ £ C,(V), αν υπάρχουν, ονομάζονται 
χαρακτηριστικά μεγέθη ή ιδιοποσά του Τ.

Παρατήρηση
Αν \ο U £ V, U φ Ο, είναι ιδιοδιάνυσμα του Τ £ C{V), τότε η εικόνα του u μέσω 

του Τ ανήκει στη γραμμική του θήκη,

Τ ( η ) £ Μ .  (2)

Έστω, για παράδειγμα, ο γραμμικός τελεστής Γ £ που ορίζεται από τη σχέση 

Τ (χ γ ,Χ 2 )  -  (2x2, 3χι -  χ ? )  ■

Για τα στοιχεία ιΐι= (1,1) και U2=(-2,3) έχουμε:

Γ(ηι) = Γ(1, 1) = (2, 2) = 2(1,1) = 2ηι

και
T(u2) = Τ ( - 2, 3) = (6, - 9) = - 3  ( - 2, 3) = - 3«2 ·

Σύμφωνα με τον Ορισμό 9.1.1, οι αριθμοί λ ι=2 και λ2=-3 είναι ιδιοτιμές του Τ. Τα 
διανύσματα υι=(1,1) και U2=(-2,3) είναι τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσματα.



• Tyu-i) = 2u-i χαι T{u2) = ,
βλέπουμε ότι ο τελεστής Τ άφησε αμετάβλητες τις κατευθύνσεις των στοιχείων Uj χαι 
U 2  (το Τ(ιΐι) είναι συγγραμμικό με το u, ενώ το T { u 2 )  είναι συγγραμμικό με το Uj) 
και επομένως και τις γραμμικές τους θήκες, δηλαδή

Γ ( Α ι ] )  =  Αι'ί κ α ι  r( [u2])  =  [^2] ■

Ο προσδιορισμός των υπόχωρων ενός γραμμικού χώρου Υ οι οποίοι παραμένουν αμε­
τάβλητοι κατά την εφαρμογή του γραμμικού τελεστή Τ £ Α(Ε), αποτελείρντικερενο 
μιας υποπεριοχής της Γραμμικής Άλγεβρας που ονομάζεται Φασμ.αχική Ανάλυση. 
Στη γενική περίπτωση, το πρόβλημα που μελετά κανείς είναι η εύρεση των u £ που 
ικανοποιούν τη (2).

Ορισμ.ός 9.1.2
Το σύνολο Εχ των διανυσμάτων u EV που ικανοποιούν την (Γ) για μια δοσμένη 
ιδιοτιμή λ του γραμμικού τελεστή Τ € Α(Ε),

Ex = { u e V  : T{u) = \u] , (3)

καλείται εδιόχωρος (eigenspace) του Τ που αντιστοιχεί στην ιδιοτιμή λ.______

Σημείω ση: Είναι φανερό ότι ο ιδιόχωρος Εχ αποτελείται από τα ιδιοδιανύσματα που 
αντιστοιχούν στην ιδιοτιμή λ και το μηδενικό διάνυσμα.

Πρόταση 9.1.3
Ο ιδιό-χωρος Εχ του Γ € C{V) που αντιστοιχεί στην ιδιοτιμή λ του Τ είναι 

υπόχωρος του V . __________  _̂___ ___________________

Απόδειξη
Αφήνεται ως άσκηση.

Παραδείγματα

1. Έστω ο ταυτοτικός τελεστής I £ A(V). Για κάθε u £ V ισχύει

I { u )  =  U =  1 U .

Συμπεραίνουμε ότι ο λ=1 είναι ιδιοτιμή του I και ο ιδιόχωρος Ει ταυτίζεται με 
το γραμμικό χώρο Ε. Είναι επίσης φανερό ότι κάθε διάνυσμα u £ Η -  {0} είναι 
ιδιοδιάνυσμα .του I που αντιστοιχεί στην ιδιοτιμή 1.

2 . Έστω ο διαφορικός τελεστής D Ξ £  £ C{C°°), όπου ο χώρος των απείρως 
παραγωγίσιμων συναρτήσεων. Επειδή

συμπεραίνουμε ότι ο αριθμός λ £ Κ είναι ιδιοημή του D και η συνάρτηση 
είναι ιδιοδιάνυσμα που αντιστοιχεί στην ιδιοτιμή λ.



3 . Έστω ο γραμμικός τελεστής Γ €£ (£ ). Αν υ είναι ένα ιδιοδιάνυσμα του Τ που 
αντιστοιχεί στην ιδιοτιμή λ, τότε και το διάνυσμα αν, όπου α £ Κ χαι α φ 0. είναι 
ιδιοδιάνυσμα του Τ που αντιστοιχεί στην λ. Πραγματικά,

Τ{αν) = α Τ{ν) = αλν = λ (αν) .

Η σχέση (1) είναι ισοδύναμη με την

(Τ - λ Ι ) ( η )  = 0 , (4)

όπου / ο ταυτοτικός τελεστής / £ £(Π). Κάθε διάνυσμα η £ V πον ικανοποιεί την 
(4) ανήκει στον πυρήνα του γραμμικού τελεστή Γ -  λ/ και επομένως το u £ Κ είναι 
ιδιοδιάνυσμα του Τ που αντιστοιχεί στην ιδιοτιμή λ αν

η φ Ο  και u £ K e r{ T -\ I ) .

Έτσι, το λ £ /ύ είναι ιδιοτιμή του Τ όταν

Κ β τ{ Τ -\ Ι )φ { 0 } ,

δηλαδή όταν ο Τ - \ Ι  δεν είναι αμφιμονοσήμαντος τελεστής. Η πρόταση που ακολουθεί 
μας λέει ότι ισχύει και το αντίστροφο.

Πρόταση 9 .1.4
Έστω ο γραμμικός τελεστής Τ £ C{V). Ο λ £ Κ είναι ιδιοτιμή του Τ όταν και 

μόνο όταν ο Τ — λ ΐ  δεν είναι αμφιμονοσήμαντος.

Απόδειξη
Αφήνεται ως άσκηση. q

Ορισμός 9.1.5
Το σύνολο σ(Τ) των ιδιοτιμών του γραμμικού τελεστή Τ £ C[V),

σ[Τ) = {λ £ Κ : Ker{T -  λ/) {0} } , (5)

ονομάζεται φάσμα (spectrum) του Τ.

Πόρισμα 9 .1.6

Ο γραμμικός τελεστής Τ £ C[V) είναι αμφιμονοσήματος όταν και μόνο όταν το 
μηδέν δεν είναι ιδιοτιμή του Τ.

Ισχύει το παρακάτω θεώρημα.

Θεώρημα 9 .1.7

Έστω ο γραμμικός τελεστής Τ £ C[V). Αν λ,, λ ,̂ · · ·, λ„ είναι διαφορετικές ανά 
δυο ιδιοτιμές του Τ και για καθε i το είναι ιδιοδιάνυσμα που αντιστοιχεί στην 
ιδιοτιμή λ„ τότε τα διανύσματα Α ι, Α ;, ■ ■ ■, είναι γραμμικός ανεξάρτητα.



Απόδειξη
Χρησιμοποιούμε την αρχή της τέλειας επαγωγής. Για 7Χ=1, το θεώρημα ισχύει, αφού 
ένα ιδιοδιάνυσμα Χι που αντιστοιχεί στην ιδιοτιμή λι, είναι εξ ορισμού μη μηδενικό. 
Υποθέτουμε τώρα ότι το θεώρημα ισχύει για n = k .  Θα δείξουμε ότι τα ιδιοδιανύσματα 
Α], Χο, ■■·, Αχ+ι αντιστοιχούν στις διαφορετικές ανά δύο ιδιοτιμές λι, Tj, ■■·, 
λχ-4.1 είναι γραμμιχώς ανεξάρτητα.
Έστω λοιπόν ότι

0·ιΧι + α2Λ2 + ■ ■ ■ + αχ-4ΐΑχ-+ι = Ο , α,· £ ΓΓ, ί = 1, 2, ■ · ■ , Α: + 1 . (ί)

Εφαρμόζουμε το γραμμικό τελεστή Τ στα δύο μέλη της (ί) και έχουμε διαδοχικά;

T(ajXi -Γ 02X2 + ■ · ■ -f at4.iXn-i) = Τ'(Ο) = 0 =>

Οι Τ{Χ\) + θ2 Τ{Χ2) + · ■ · + α*Γ+ι '̂(Χ/ι+ι) = Ο =>
αι λιΑι + θ2 + ■ · · + αχ+ι = Ο . (η)

Πολλαπλασιάζοντας τα'δύο μέλη της (ί) με λχ+ι έχουμε

'Ιΐ ijt+ lB -Γ θ2 Χχ+ιΧο + · · · + “i+l ijt+iR+i = Ο . (« ί)

Αφαιρώντας την (ϊϋ) από τη (ϋ) βρίσκουμε ότι

<Ϊ1 (λι — λχ̂ _ι) Χι + θ2 (λ2 — λ̂ +1 ) Χ2 + · ■ ■ + {Xk — λχ+ι) Xk = ο .

Επειδή τα ιδιοδιανύσματα Χι, Χ2, · · ·, Xk είναι γραμμικώς ανεξάρτητα,

α,- (λ,- — λ*,.̂ .ι) = Ο, i = 1 , 2 , ■ ■ ■ ,k

και επειδή
Χ ϊ  Ε λ*;+ι , ί  =  1 , 2 ,  ■ ■ ■ , k  = >  ■

αι = α, = · ■ · = αχ = Ο . (ίτ))
Από την (ί) παίρνουμε τότε

ΟΧ+1 λχ+1 = 0  =4* O.k+1 = Ο ,

αφού το λ'χ+ι είναι εξ ορισμού μη μηδενικό. Άρα τα Χι, Χ2, · · ·, Xk+i είναι γραμμικώς 
ανεξάρτητα. Έτσι το θεώρημα αποδείχθηκε. D

Πόρισμ-α 9 .1.8
Αν Τ £ C{V), όπου dimV—n £ Ν, χαι ο Τ έχει η διαφορετικές μεταξύ τους 

ιδιοτιμές, τότε υπάρχει μια βάση του V που αποτελείται από ιδιοδιανύσματα του
Τ.

Σημ.είωση: Όπως θα δούμε στη συνέχεια, δεν είναι απαραίτητο ο Γ £ C(V) να έχει η 
διαφορετικές μεταξύ τους ιδιοτιμές για να έχει ο V μια βάση από ιδιοδιανύσματα του 
Τ.



Παράδειγμα
Εστω ο οιαφοριχος τελεστής D £ και αι,α2,· · ·,<ΐηι £ Κ διακεχρυαένοι αριθμοί.

Οι συναρτήσεις

είναι ιδιοδιανύσματα του D, που αντιστοιχούν στις ιδιοτιμές aj, α2, ■■ ■, α„, και συνεπώς 
είναι γραμμιχώς ανεξάρτητες.

Εστω τώρα ο γραμμικός τελεστής Τ £ C(V), όπου ο V είναι πεπερασμένης διάστα­
σης dimV=n£N. Σύμφωνα με τη θεωρία του Κεφαλαίου 7, για μια δοσμένη βάση του 
V, στον Τ αντιστοιχεί ένας μονοσήμαντα ορισμένος πίνακας Α £ έτσι ώστε η

T{u) -  V , u,v £V  ,

να είναι ισοδύναμη με τη
=  Κ„,

όπου £ Κ" τα διανύσματα στήλης των u και ν ως προς τη δοσμένη βάση του
ν.^ Λόγω της αλγεβρικής ισομορφίας των γραμμικών χώρων £(V) και στις
επόμενες παραγράφους θα επικεντρώσουμε την προσοχή μας στην εύρεση και τη μελέτη 
των χαρακτηριστικών μεγεθών ενός τετραγωνικού πίνακα.

Παράδειγμ.ά
Έστω ο γραμμικός τελεστής Τ £_ που ορίζεται από τη σχέση 

T(xj,X2) ■= ( χ ι  + 2x2, 3 χ ι  + 2π;2) .

Θα βρούμε τις ιδιοτιμές και τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσματα του Τ.

Αν λ μια ιδιοτιμή του Τ, τότε εξ ορισμού ισχύει

Τ ( Χ ι , Χ 2) =  λ  ( χ ι ,  Χ ι )  .

Από την πιο πάνω σχέση και τον τύπο του Τ, βρίσκουμε το ακόλουθο σύστημα: 

x i +  22:2  =  λ  Τι 1 ( 1 - λ ) χ ι +  2 x 2  = 0  Ί
3 X)-f 2 Χ2 = λ Χ2 J 3 Χι+ (2 — λ) Χ2 = ο J

_Το_σύστημα_(ί) πρέπει να.έχει μη τετριμμένη λύση αφού εξ ορισμού τα ιδιοδιανύσματα 
είναι μη μηδενικά. Άρα

2 ! λ )  = Ο (^0

(1 -  λ) (2 -  λ) -  6 = Ο λ" -  3λ -  4 = Ο =+ (λ -  4) (λ + 1) = Ο .
Ο Τ έχει λοιπόν δύο ιδιοτιμές. τις λ ι=4 και λ2=-1.

Ας βρούμε τώρα τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσματα. Για λι=4 , το σύστημα (ί) γίνεται

— 3 Χι+ 2 Χ2 = Ο I 
3 X]— 2 Χ2 = Ο j  '



Τα ιδιοδιανύσματα που αντιστοιχούν στη /.j είναι της μορφής

-Ε = α, (2, 3) , α £ R, α 7  Ο 

και ο αντίστοιχος ιδιόχωρος είναι ο

Exj = {li £ : u = α (2, 3), α £ R } .

Για λ2=-1, το σύστημα (ί) γίνεται

211+ 212 = Ο 1 
3 Χι+ 3 Χ2 = ® /

Τα ιδιοδιανύσματα που αντιστοιχούν στη ),2 είναι της μορφής

^2 = α (1, 1) , α £ R, α χζ Ο 

και ο αντίστοιχος ιδιόχωρος είναι ο

Εχ^ =  { T z e R H  ίχ =  α ( 1 ,  1),  a £ R }  .

Ας βρούμε τώρα τον πίνακα Α του Τ ως προς τη συνήθη βάση του R^;

“ (ϋ)
Παρατηρούμε ότι η (ϋ) είναι ισοδύναμη με τη

det(A — λ/) = Ο . (in)

Η (ϋί) μας λέει ότι θα μπορούσαμε να εργαστούμε απευθείας με τον πίνακα Α προκει- 
μένου να βρούμε τα ιδιοποσά (δηλ. τις ιδιοτιμές και τα ιδιοδιανύσματα) του Τ. Με 
αυτό τον τρόπο η εύρεση των χαρακτηριστικών μεγεθών του Τ απλοποιείται αρκετά.



9λ2 ΙΔΙΟΤΙΜΕΣ Κ Α Ι ΙΔΙΟΔ ΙΑΝ ΥΣΜ ΑΤΑ ΠΤΝΑ ΚΠ Ν

Έστω Α ένας η χ η πίνακας. Θα λέμε ότι ο αριθμός λ £ Κ (όπου iT=E. ή C) είναι 
μια ιδί,οτί-μή (eigenvalue) ή χαραχτηρεστιχή τιμή του Α όταν ισχύει

(1)

όπου X — (χι,Χ2, € R ’'. Κάθε διάνυσμα X φ Ο για το οποίο ισχύει η (1)
λέμε ότι είναι ένα ιδιοδιάνυσμα (eigenvector) ή χαρακτηριστικό διάνυσμα του Α 
που αντιστοιχεί στην ιδιοτιμή λ.

Για να βρούμε μια ικανή και αναγκαία συνθήκη, ώστε ο αριθμός λ να είναι ιδιοτιμή 
του πίνακα Α, γράφουμε την (1) στη μορφή;

{ Α -λ Ι )Χ  = 0

όπου / είναι ο μοναδιαίος η  X η  πίνακας.
(2)

Η εξίσωση (2) παριστάνει ένα γραμμικό ομογενές σύστημα η εξισώσεων με η αγνώ­
στους, τις συνιστώσες του διανύσματος X, και καλείται χαρακτηριστικό σύστημα 
του Α. Ο πίνακας [Α — λ/) λέγεται χαρακτηριστικός πίνακας του Α.

Ως γνωστό, το σύστημα (2) έχει μη τετριμμένη λύση αν και μόνο αν

det{A — λ/) = Ο . (3)

Η ορίζουσα det(A — λ/) είναι ένα πολυώνυμο του λ βαθμού η και καλείται χαρακτη­
ριστικό πολυώνυμο του Α. Η εξίσωση (3) καλείται χαρακτηριστική εξίσωση του
πίνακα Α.

Έχουμε την παρακάτω πρόταση.

Πρόταση 9.2.1
Εστω ο η χ η πίνακας Α. Ο αριθμός λ είναι ιδιοτιμή του Α όταν ισχύει

« π - λ ®12 “ In

d e t ( A - X I )  =
0-21 «22 -  λ  · ■ θ 2 η

O n, • « η η - λ

=  0 . (4)

Απόδειξη
Είναι προφανής από τα πιο πάνω,. □

Θεώρημα 9 .2.2
Ένας η  X η  π ί ν α κ α ς  Α έχει ακριβώς η  ιδιοτιμές (λαμβάνοντας υπόψη την πολ- 

λαπλότητά τους).



Α π ό δ ε ι ξ η  . J  -H Δ -  χτ ]
Οι ιδιοτιμές του Α είναι οι ρίζες της χαρακτηριστικής εξίσωσης (4). Η deti 
είναι ένα πολυώνυμο βαθμού η. Σύμφωνα με το Θεμελι-ώόες Θεώρημα της Ά τερβας, 
η det{A — XI) έχει ακριβώς η ρίζες. Άρα ο πίνακας Α έχει ακριβώς η ιδιοτιμεΝ·

Παρατήρηση , , ^
Έστω λ ι,λ2 ,...,λ„  οι ιδιοτιμές ενός η χ η πίνακα Α. Αν υπαρχουν k < η ιόιοτι- 
μές ίσες με λι τότε λέμε ότι η ιδιοτιμή λι έχει αλγεβρική πολλαπλότητα (algebraic 
multiplicity) ίση με k, συμβολικά;

7τ(λι)  =  k (^)

Έτσι, αν η λι είναι απλή ιδιοτιμή έχουμε 7τ(λι) = 1, ενώ αν η λι είναι τριπλή ιδιοτιμή, 
έχουμε π(λι) = 3.

Παράδειγμ.α 1

Έστω ο 2 χ 2 πίνακας Α = 4 -1  
2 1

. Η χαρακτηριστική εξίσωση του Α είναι η

μ - λ / |  = 0
4 - λ  - 1  

2 1 -  λ

(4 -  λ)(1 -  λ) + 2 = Ο λ ^ - 5λ + 6 = 0 =Φ- (λ -  2)(λ -  3) -  Ο .

Οι ιδιοτιμές του Α είναι οι λι = 2 με π(λ ι) = 1 και λ2 = 3 με τγ(λ2) — 1· (θ'- 
ιδιοτιμές είναι απλές.)

Παράδειγμα, 2

Έστω ο 3 χ 3 πίνακας Α =
1 - 3  3 
3 - 5  3 
6 - 6  4

. Η χαρακτηριστική εξίσωση του Α είναι η

1 -  λ - 3  3 - 2  -  λ 0 3
— 0 = 3 - 5  -  λ- 3 — 0 - 2  -  λ 3

6 —6 4 — λ 2 + λ _ 2 - λ 4 - λ

-1  0 3
0 1 3 = 0 (λ + 2)7 λ - 4 - 3 + 3) = 0 =>
1 1 4 -  λ

=t> —(λ + 2)̂

(λ + 2)^(λ — 4) — Ο .
Οι ιδιοτιμές του Α είναι οι λχ = -2  με 7τ(λ0 = 2 (διπλή ιδιοτιμή) και λί = 4 με 
π(λ2) = 1 (απλή ιδιοτιμή).



Παράδειγμα 3
Εστω ο άνω τριγωνικός πίνακας

Α =
2 1 — 3 2
0 ο 1 1
0 0 3 0
0 0 0 1

Η χαρακτηριστική εξίσωση του Α είναι η

= 0 (2 - λ ) Ε 3 - λ ) ( 1 - λ )  = 0.

-  λ 1 - 3  2
Ο 2 -  λ 1 1
Ο Ο 3 -  λ Ο
Ο Ο Ο 1 -  λ

Άρα οι ιδιοτιμές του Α είναι οι λχ = 2 με π(λχ) = 2, Aj = 3 με τγ̂ ^) = 1, και As = 1 
με 7γ(Α3) = 1.

Παρατηρούμε ότι οι ιδιοτιμές ενός τριγωνικού πίνακα είναι ίσες με τα διαγώνιά του 
στοιχεία (βλ. Πρόβλημα 9 .2). Είναι επίσης προφανές ότι αν ο η χ η πίνακας Α έχει 
k < η διακεκριμένες (δηλ. διαφορετικές) ιδιοτιμές, τότε ισχύει

ΐ :π ( λ . )  = η.
t = l

(6)

Θεώρημα 9 .2.3

Έστω Α ένας η χ η πίνακας. Οι πίνακες Α και έχουν τις ίδιες ιδιοτιμές.

Απόδειξη
Έχουμε

det{A -  XI) = det{A -  XI f  = det[A^ -  A/ )̂ = det[A^ -  XI) .

Oi πίνακες A και A^ έχουν την ίδια χαρακτηριστική εξίσωση, άρα έχουν τις ίδιες 
ιδιοτιμές. ' □

Θεώρημα 9 .2.4
Ο η  X η  π ί ν α κ α ς  Α ε ί ν α ι  μ η  α ν τ ι σ τ ρ έ ψ ιμ ο ς  α ν  κ α ι  μ ό ν ο  α ν  η  Α = Ο ε ί ν α ι  μ ια  

ι δ ιο τ ιμ ή  τ ο υ .

Απόδειξη
Ό~α  είναι μη αντιστρέψιμος αν και μόνο αν

det(A) = 0 det(A -  Ο/) = Ο 4+

η Α = Ο είναι ιδιοτιμή του Α. □



Θεώρημα 9 .2.5
Αν λι , λ2, ■ Χη είναι οι ιδιοτιμές του η χ η πίνακα Α, τότε 

detA = Aj λτ . . .  λη (")

και
tr{A) = λ; -Γ λ2 + ... + λη . (8)

Απόδειξη
Θεωρούμε το χαρακτηριστιχό πολυώνυμο του Α:

O i l  — λ αΐ2 “ 1η

det{A -  XI) = “21 “22 — λ “2τι
=1>

“t-.j “rj2 ■ ■ ■ “ ηη ~  λ

det{A-XI) =  ( - + (“11 + “22 + ·.. . - θ “ η η ) ( - λ Γ - Β . {̂ )
Αν Aj, λ ϊ, · · ■ , λ„ είναι οι ιδιοτιμές του Α έχουμε επίσης:

dei(A -  XI) = (λι -  λ)(λ2 -  λ)...(λ„ -  λ)

det[A — XI) = (—λ)" -f (λι + λο τ  ■ · · + λΐη)(—λ)" ' + ··· + Ajλ2 ·■■ λ„ . ( μ )

(α) Για λ = Ο, παίρνουμε από την (ϋ):

dctA ~ λιλ2...λ,ι .

(β) Από τις (ί) και (ϋ) παίρνουμε,

“11 + 0,22 + ··· + “ηη = λι + λ2 + ■ ' ■ + λ„ ίτΑ = λι + λ2 + · ' ■ + λ^
□

Για την εύρεση των ιδιοδιανυσμάτων που αντιστοιχούν σε μια ιδιοτιμή λ του η X η 
πίνακα Α επιλύουμε το χαρακτηριστικό σύστημα του Α:

{Α -  ΧΓ) Χ = Ο .

Η επίλυση του συστήματος μπορεί να γίνει με τη μέθβδβ-της αναγωγής του (-Α-— XI) 
σε ανηγμένο κλιμακωτό. Πριν προχωρήσουμε σε παραδείγματα δίνουμε την παρακάτω 
πρόταση.

Πρόταση 9 .2.6
Αν τα Χ ι,Χ2,. . . ,Χχ είναι ιδιοδιανύσματα που αντιστοιχούν σε μια ιδιοτιμή λ 

του η X η πίνακα Α , τότε κάθε γραμμικός συνδυασμός τους,

CiXi + C2X2 + .·· + CkXk , ( 9 )

όπου οι αριθμοί <γ,ι = 1,2, ··· ,Α; δεν είναι όλοι ίσοι με μηδέν, είναι επίσης ιδι- 
οδιάνυσμα που αντιστοιχεί στην ιδιοτιμή λ.



Απόδειξη , X. . .
Αφού τα X-,, Χ^,. . . ,Xk είναι ιδιοδιανύσματα του Α που αντιστοιχούν στην ιοιοτιμη λ,
ένουαε:

{ Α -\ Ι )Χ , = 0 , i = l , 2 , . . . , k  =■
{ Α - XI ) c i Xi  = Q, c , e K ,  1 = 1 , 2 , . . . , k  =>

^ (Α  -  λ ί)  C.X. = 0 [ Α - λ Ι )  Σ  = Ο .
ί =  \

ός συνδυασμός (9) εί 
Α,' είναι δηλ. ιδιοδιάνυσμα που αντιστοιχεί στην ιδιοτιμή
Άρα ο γραμμικός συνδυασμός (9) είναι λύση του χαρακτηριστικού συστήματος

Πόρισμα 1
Αν X είναι ένα ιδιοδιάνυσμα που αντιστοιχεί στην ιδιοτιμή λ του η χ η πίνακα Α, 

τότε το αΧ, όπου α£ Κ ,α  φϋ, είναι επίσης ιδιοδιάνυσμα του Α που αντιστοιχεί 
στην λ. ____________________ _________ _____________

Π αράδειγμα 1
" Ε σ τ ω  ο  ά ν ω  τ ρ ι γ ω ν ιχ ο ς  π ι ν α χ α ς

Α =
1 2 ϋ 
0 3 5 
0 0 2

Η χαρακτηριστική εξίσωση του Α είναι η
(1 - λ ) ( 3 - λ ) ( 2 - λ )  = 0.

Έχουμε έτσι 3 απλές ιδιοτιμές:

λχ = 1, >2 = 2 και As = 3 .

Θα βρούμε τώρα τα ιδιοδιανύσματα που αντιστοιχούν σε κάθε ιδιοτιμή επιλύοντας σε 
κάθε περίπτωση το αντίστοιχο χαρακτηριστικό σύστημα,

[Α - Α,·/) X = Ο .

1̂ — 1

(Α -1 / )Χ  = 0
' 0  2  0 ’ Χχ 0 ■ 2 x 2  =  0 '

0 2 5 Χ2 - 0 => 2X2 +  5X3 =  0

0 0  1 ^ 3 0 Χ3 =  0

Άρα Χ2 = Χ3 = 0 . Τα ιδιοδιανύσματα που αντιστοιχούν στη Αχ είναι της μορφής 

X, = (α,Ο,Ο) = α(Ι,Ο,Ο), α £ R, α yi Ο .



A -  2/)Ά = ο
■ -1  2 θ ' χ·. ■ 0 ■

0 1 5 Χ2 — 0
0 0 0 ^3 ϋ

= 0 ) 
= ΟX2 + 5X3

Ο = Ο

-ψ. μορφής- ι δ ι ο δ ι α ν ύ σ μ α τ α  που αντιστοιχούν στη Aj = 2 είναι

5

As -  3

AH -  (2α', α', -  Ια') = α(10, 5, -1 ), α £ R, α ^ Ο .

( Α - 3 / ) Ά  =  0 =

Άρα ϊ ι  = χ2 και 2:3 = 0. Τα ιδιοδια 
μορφής

■ - 2 2  θ ' Ι] ■ 0 ■
0 0 5 2̂2 0
0 0 - 1

-  ^3 _ 0

- 2φι + 2φ2 = Ο '
7  5 x3 = Ο -

- ^ 3  =0 I
νΟσματα που αντιστοιχούν στη As = 3 είναι της 

As = ( α , α , Ο)  = α(Ι,Ι,Ο), α ς R, α ^ Ο .

Παράδειγμια 2

Έστω ο πίνακας Α =

(α) Να βρεθούν οι ιδιοτιμές 
(β) Να βρεθούν και να κανονιχοποιηθούν τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσματα.

-2 1 0
1 -2 1
0 1 —2

του.

(α) Η χαρακτηριστική εξίσωση του Α είναι η

-2  -  >
|Α-λ/| ^ 0

- 2 - λ  1 ο
1 - 2  -  Α 1
Ο 1 - 2 -  λ

= 0

- ( λ + 2) - 2 - λ  1 
1 - 2 -  λ -  1 1 1

0 - 2 - λ = 0

( λ + 2) [(Α + 2)=-- 1] + λ + 2 = 0 - ( λ  + 2)[(λ + 2)̂  -  2]

(λ + 2) (λ + 2 + 7 2 ) (Α -Γ2 -  7 2 ) = 0

12



ο πίνακας Α έχει τρεις απλές ιδιόαμες; ^ ^
λχ = -2 , λ2 = -2  -  ν'2 και >3 = -2  + ν'2

(Ρ) Για την λχ = - 2  έχουμε 

(Α + 2 Ι)Χ = 0 =>
■ 0  1  0  ■ Χ χ  ^ ■ 0  '

1  0  1 Ι 2 = 0

0  1  0  _ . ^ 3  . 0

Χ2 = Ο \
Εχ +  Χ3 =  Ο J '

Συνεπώς, ΐ3 = -^ ι  και- 2̂ = ιδιοδιανύσματα που ανασιοιχουν στην λχ -
είναι της μορφής

Χχ = (α,Ο,-α) = α(Ι,Ο ,-Ι), α £ R, α = Ο .

Για την λ2 = —2 — \/2 εχουμε;

[Α + {2+\/2 )Ι]Χ  = 0

Γτ/2 1 0 Χ χ '  0  '

0  = Φ 1 τ/2 1 Ι 2 = 0

0 1 χ / 2 . Χ 3  . 0

λ / 2 χ χ +  Χ2
=  °  1

Χ χ

Χ χ -ρ \/2Χ2  + Χ 3  = 0 ■ =4- Χ χ  +  Χ 3

Χ2 + V2x3  = 0  , Χ3

V 2
X j  =  Ι 3  = 2

= -ν£ χ 2
Χ3 = -Χ2/λ/2

Τα ιδιοδιανύσματα που αντιστοιχούν στην Aj -  -2  -  \/2 είναι ιης μορφής:

Χ2 = α'
(V2 τ/2\

ο 5 ’ 2 /

Για την λ3 = - 2  + Τ  έχουμε: 

[Α + (2 - v£)J] X  = Ο

Χ χ

- - V 2 1 0  ■ ■ Χ χ ' 0  ■

0  Τ > 1 - V 2 1 Χ2 = 0

0 1 .  ^ 3  _
0

Χ2 = 0  ' V 2
^2X2 + 3 : 3  = 0  ■ . = ?  :Χ χ =  3 : 3 —

Χ2 — \/2ΐ 3 = Ο _

Τα ιδιοδιανύσματα που αντιστοιχούν στην As = - 2  + ν£  είναι της μορφής:

2 /



γ  η  ν Τ )  _  Β  ν '· 2  η  , .  ί ΐ  χ / 2 .  £Υ . Ο , - Υ  = 2 ' 2 ; και ΑΗ =
^2’ 2 ’ 2

Πρόταση 9.2.7

Έστω ότι ο η χ πίνακας Α έχει απλές (διακεκριμένες) ιδιοτιμές. Αν 
Άι ,Α2 , . . . , λ„  είναι ^ιδιοδιανύσματα του Α που αντιστοιχούν στις η ιδιοτιμές, 
τότε τα Ά ] , Α2,. . . , ΑΓη είναι γραμμικώς ανεξάρτητα.

Απόδειξη

Εστω λ], As,. . . , λ„ οι διακεκριμένες ιδιοτιμές του Α:

Α. 7 A j , i ^ j ,  i , j  ^ 1,. . . , η  .

Για τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσματα ισχύουν εξ ορισμού οι σχέσεις:

Α Αξ = λ.Χ, , 2 = 1, 2, . .  . , η . (jj j

Υπενθυμίζουμε στο σημείο αυτό ότι εξ ορισμού για κάθε ιδιοδιάνυσμα ισχύει

Β  5  Ο .

Θα αποδείξουμε το θεώρημα με τη μέθοδο της απαγωγής σε άτοπο. Υποθέτουμε λοιπόν 
ΟΤΙ μονο τα m πρώτα ιδ^διανύσματα (1 < m < η) είναι γραμμικώς ανεξάρτητα, οπότε 
τα ιδιοδιανύσματα Αχ,ΑΗ,. . . , Α£+α είναι γραμμιχώς εξαρτημένα. Άρα υπάρχουν στα­
θερές Cl, C2,. . . , Cm+i, που δεν είναι όλες μηδέν, τέτοιες ώστε να ισχύει

Cl Αι -Γ cjA's + ... -f + c„,+i Α£+ι = Ο . (iy)

Επιπλέον για την τελευταία σταθερά έχουμε

C m  +  l  r  Ο .

Πράγματι, αν c„,+i = Ο, τότε η (ίν) μας δίνει

C lA i  +  C2A 2 +  . . .- )-  =  0 => C i = C 2  =  . . .  =  C„,  =  0 ,

λογω του οτι τα Αή, ΑΗ,. . .  ,Ά„ είναι γραμμιχώς ανεξάρτητα. Αυτό είναι άτοπο γιατί 
υποθεσαμε οτι οι d , c j, ..., c„.+i δεν είναι όλες μηδέν.
Πολλαπλασιάζοντας από αριστερά την (ίν) με Α έχουμε:

ciAAH -ί- C2AAT2 + ...  -I- α^ΑΧ,η + c,̂ -n ΑΑΓ„,+ι = Ο .

Αντικαθιστώντας τις (ϋ) παίρνουμε

CiAiATi -f- cjAjAj + . . .  + c„,\„,X„, 4- c„+,A„.+i A:,„i.i = 0 . (vi)

Υποθέτουμε τωρα οτι A„+i ^0. Πολλαπλασιάζοντας την (ίν) με λ„,+ι παίρνουμε:

CiA^+ιΆι -Ρ C2A„,+iA2 + ... + ιγ,Α^+ιΆ,, -f c,,+iA„,+iX„,+, =  Ο . (υιι)



Αφα'-ρώντας την (vi) από την (νϋ), βρίσκουμε ότι:

«1 (λτ7ΐ+1 — Αι)Χι + C2 — λ2ΐΑ2 -j- ■■■ ~Τ Cm = Ο .

Εφόσον τα Αί'χ,Χζ: ■ · ■ > είναι γραμμικώς ανεξάρτητα,

Cl(Am+l ~ ^ΐ) — C2(Xm+l ~ = . · . = Ο̂ ίλττι + Ι — ^m) = Ο .

Επειδή οι ιδιοτιμές του Α είναι διακεκριμένες,
Cl = C2 = ... = (+1 = Ο .

Στο ίδιο συμπέρασμα καταλήγουμε και στην περίπτωση που λ^+ι=0 . Πράγματι, αν 
λ„ι+ι=0, τότε από την (vi) έχουμε

ΟχλιλΛ + C2A2X2 + . . . + CmXmXm = Ο .

Εφόσον τα ΐ ι , ΐ 2 , ' ' ' ,Xm είναι γραμμικώς ανεξάρτητα,

CiAi = 02λ2 = · · · = CmXm — Ο ·

Επειδή οι ιδιοτιμές του Α είναι διακεκριμένες,

λ,· φ  Ο για , i φ  m -i- 1 => Ci = C2 = ... = C+-. = Ο .

Επομένως, από την (ϋ) έχουμε
Cm+lATm+i = ο

και επειδή c^+i φ Ο έχουμε αναγκαστικά Χ„+ι = 0 · Αυτό όμως είναι άτοπο γιατί το 
Xm+i είναι ιδιοδιάνυσμα. Άρα τα ιδιοδιανύσματα του Α είναι γραμμικώς ανεξάρτητα. 
□

Π όρισμα 1

Αν ο πραγματικός ηχη πίνακας Α έχει διακεκριμένες ιδιοτιμές Aj, Α2,..., λ„, τότε 
ΊΟ  σύνολο {Χχ, Χ2, •••Τπ), όπου X,· ιδιοδιάνυσμα που αντιστοιχεί στην ιδιοτιμή 
Α,·, είναι μια βάση του R".

Παράδειγμα
Είδαμε σε προηγούμενο παράδειγμα ότι ο 3 χ 3 πίνακας

Α =
- 2  1 Ο
1 - 2  1 
Ο 1 - 2

έχει απλές ιδιοτιμές: Αχ=-2, Α2=-2 —\/2 και λ3=-2+ \/2 με ιδιοδιανύσματα τα Χχ — 
(1, 0 , - 1), Xj = (1, - ν £ , 1) καιΧ3 = (1, v R l ) ,  αντίστοιχα. Σύμφωνα με την Πρόταση 
9.2.7, τα Χχ,Χ2,Χ3 είναι γραμμικώς ανεξάρτητα. Ο αναγνώστης μπορεί εύκολα να 
επαληθεύσει αυτό το συμπέρασμα. Είναι επίσης φανερό ότι το σύνολο {Χ2,Χ2Τ3) 
αποτελεί μια βάση του R^.

Όπως θα δούμε στην επόμενη παράγραφο, αν μια ιδιοτιμή λ, του η χ η  πίνακα Α 
δεν είναι απλή, δηλ. π-(λ,) = τη > 1, τότε σε αυτή μπορεί να αντιστοιχούν λιγότερα



α,ίό τη γραμμιχώς ανεςάρτητα ιδιοδιανύσματα. Άρα, αν οι ιδιοτιμές του Α δεν είναι 
απλές, ο Α μπορεί να εχει Λίγότερσ από η γραμμιχώς ανεςάρτητα ιδιοδιανύσματα. Η 
περίπτωση αυτή θα διερευνηθεί στην επόμενη παράγραφο.

 ̂ Αν ο η X η πίνακας .4 έχει k < η απλές ιδιοτιμές, μπορούμε να δείξουμε ότι-τα ιδι- 
οδιανύσματα που αντιστοιχούν στις διακεκριμένες ιδιοτιμές λι,λ2,. . . ,λχ
είναι γραμμιχώς ανεςάρτητα. Συνεπώς, η πρόταση 9.2.7 μπορεί να επεκταθεί ως ακο­
λούθως:

Πρόταση 9.2.8

Εστω Α ένας η χ η  πίνακας και λι, λ2,..., λχ, με k < η, κάποιες (όχι απαραίτητα 
Ο Λ ες) από τις απλές ιδιοτιμές του. Αν Χ- ,̂Χ ,̂ ...,Χΐ; είναι ιδιοδιανύσματα του 
Α που αντιστοιχούν στις λι, Aj,..., λχ, τότε τα X,, Χ2, ..., X/, είναι γραμμιχώς 
ανεξάρτητα.

Απόδειξη
Παρόμοια με την απόδειξη της Πρότασης 9 .2 .7. □



p.?, ΙΔ Ι Ο  Χ Ω Ρ Ο Ι
Είδαμε σε προηγούμενο παράδειγμα ότι μια ιδιοτιμή του 3 χ 3 πίνακα

Α =
1 2 Ο 
0 3 5 
0 0 2

είναι η λχ = 1 με αλγεβρική πολλαπλότητα π(λχ) = 1. Στην ιδιοτιμή αυτή αντιστορ/ούν 
ιδιοδιανύσματα της μορφής

Χχ=α (1,0,0), αφΟ.

Τα ιδιοδιανύσματα αυτά ικανοποιούν την χαρακτηριστική εξίσωση

( Α - λ χ Ι ) Χ χ  =  0  ( 1 )

και μαζί με την τετριμμένη λύση X = Ο αποτελούν ένα διανυσματικό χώρο (πιο̂  συγ­
κεκριμένα, ένα υπόχωρο του R®). Είναι φανερό από τη θεωρία του κεφαλαίου 7 ότι τα 
ιδιοδιανύσματα Χχ μαζί με το μηδενικό στοιχείο Ο αποτελούν τον πυρήνα Ν(Α -  λχ/) 
του χαρακτηριστικού πίνακα (Α -  λχΐ). Έχουμε έτσι τον ακόλουθο ορισμό.

Ορισμός 9 .3.1
Έστω ο η χ η  πίνακας Α χαι λο μια ιδιοτιμή του. Ο πυρήνας Ν(Α -  Aq/) του

χαρακτηριστικού πίνακα [A — XqI) καλείται ιδιόχωρος (eigenspace) ιης ιδιοτιμής
λο και συμβολίζεται με Εχ,,:

= Ν[Α -  λοί) = {Α e R" : (Α1 -  λο/)Χ = 0 ) . (2)

Η διάσταση του ιδιοχώρου ονομάζεται γεωμετρική πολλαπλότητα (geome­
tric multiplicity) της λο χαι θα τη συμβολίζουμε με 7(λο):

-γ(λο) = ώτπΕλο = dimN{A — Aq/) . (3)

Παρατηρήσεις

1. Ο ιδιόχωρος Ελο είναι προφανώς ο υπόχωρος του R"̂  που παράγεται από τα ιδι- 
οδιανύσματα του Α που αντιστοιχούν στην ιδιοτιμή Aq.

2 . Από το θεώρημα τάξεως και μηδενιχότητας έχουμε για τη γεωμετική πολλαπλό­
τητα της Aq:

-γ(λο) = άίηιΕχ  ̂ = η -  rank[A — Aq/) . (4)

3 . Εξ ορισμού, κάθε ιδιοδιάνυσμα X είναι μη μηδενικό, και έτσι Εχο Φ {0 }· Συνεπώς

7(λο) = άτνπΕχ̂  > 1 . (5)



Εστω λο μια ιοιοτιμή του Γ.'.ναχα Α £ Mr,xr.{K) χαι Ε\̂  ο αντίστοιχος ιδιόχωρος. 
Ισχύει τότε

7 (λο) < π(λο), (6)
οπου 7(λο) και 7t(Aoj η γεωμετρική και η αλγεβρική πολλαπλότητα της Aq. αντί­
στοιχα.

Α π ό δ ε ιξη
Στην αποδειςη αυτη κάνουμε χρήση της θεωρίας της επόμενης παραγράφου. Έστω ότι

άιηιΕχ  ̂ = k οπου 1 < Α: < η ,
και έστω Τ £ C[K' )̂ ο τελεστής που ορίζεται από τον πίνακα Α (ως προς τη συνήθη 
βάση του Ε"). Τότε το λο είναι ιδιοτιμή του Τ και ο ιδιόχωρος του Τ που αντιστοιχεί 
στην ιδιοτιμή αυτή ταυτίζεται με τον Ε\̂ .

Έστω Β' = {ui,U2,···, μια βάση του όπου τα Uj, uj, ■ ■ ■ , είναι προφανώς 
ιδιοδιανύσματα του Τ που αντιστοιχούν στην ιδιοτιμή Aq. Επεκτείνουμε τη βάση Β' σε 
μια βάση

χαρακτηριστική εξίσωση του Ατ είναι η

Β = {“1, U2, ■’ ’ J -Ok, Uk+l; ··· I '“ η }

Lj του τ;:λεστή Τ ως Γ.ρος τη βάση Β του Κ' θα έχει τη μορφή:
λο 0 · · · 0 βπ ■ ■ · βΐ.η-k
0 λο ■ · · 0 β21 · ■ ■. β2,τι-λ

— 0 0 ·■· λο Pa βk,π~k
0 0 ··■ 0 Pt + 1,3 ■ ■ · βk+l,n—k

0 0 ·■· 0 Pa · · · βη,η-k
ως όμοιοι (βλέπε Θ. 7.7.6), έχουν ίδιες ιδιοτιμές και μάλιστα η

λ ο - λ 0 0 βπ ■■ βΐ,η-λ
0 λο — λ · ■ 0 β21 • · β■2,r,-k

0 0 ■ λο — λ βπ βk,n-k0 0 0 β* + Ι,1 — λ · βk+l,n—k

0 0 0 βηΐ ■ ■ βη,η-k -  λ

= Ο

(λο -  λΫ  q(X) = Ο ,
όπου η(λ) ένα πολυώνυμο του λ βαθμού degq=n—k. Από τη μορφή της χαρακτηριστικής 
εξίσωσης του Αγ συμπεραίνουμε ότι η ιδιοτιμή λο έχει πολλαπλότητα τουλάχιστον k, 
δηλαδή

7 (Αο) = dimE·̂  ̂ < 7γ(Αο) .



Συνδυάζοντας τις (5) και (6) παίρνουμε

1 < 7 (λο) < π(λο) .

Η πιο πάνω σχέση μας λέει ότι ο μέγιστος αριθμός γραμμικώς ανεξάρτητων ιδιοδιανυσ- 
μάτων που αντιστοιχούν στην ιδιοτιμή λο είναι π(λο) και ο ελάχιστος 1. Παρατηρούμε 
επίσης ότι αν η π(λο) = 1,  αν δηλ. η ιδιοτιμή Aq είναι απλή, τότε

7(λο) = άίτπΕχ,, = 1 .

Με διαφορετικά λόγια, σε κάθε απλή ιδιοτιμή έχουμε μόνο ένα γραμμικώς ανεξάρτητο 
ιδιοδιάνυσμα. Αυτό το διαπιστώσαμε σε όλα τα σχετικά παραδείγματα της παραγράφου 
9.2 .

Στη συνέχεια θα δώσουμε παραδείγματα με πίνακες των οποίων οι ιδιοτιμές δεν είναι 
όλες απλές. Για να βρούμε πόσα γραμμικώς ανεξάρτητα ιδιοδιανύσματα αντιστοιχούν 
σε μια ιδιοτιμή λ; με πίλ,·) > 1, χρησιμοποιούμε το θεώρημα τάξης και μηδενικότητας 
[εξίσωση (4)].

Παράδειγμα 1

Έστω ο 2 χ 2 πίνακας Α = 4 - 2  
2 Ο

(α) Να βρεθούν οι ιδιοτιμές και τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσματα του Α.
(β) Να οριστούν οι αντίστοιχοι ιδιόχωροι και να βρεθούν οι διαστάσεις τους (δηλ. οι 
γεωμετρικές πολλαπλότητες των ιδιοτιμών).

(α) Η χαρακτηριστική εξίσωση του πίνακα Α είναι η

| Α -  λ/| =  Ο
4 -  λ - 2  

2 - λ

λ ^ - 4λ + 4 = 0

= 0 τΦ - ( 4 - λ ) λ  + 4 = 0 

=Φ> ( λ -2 )^  = 0.
Έχουμε μια διπλή ιδιοτιμή, λ = 2 με π(λ) = 2.

Τα ιδιοδιανύσματα που αντιστοιχούν στην λ = 2 είναι οι λύσεις του χαρακτηριστικού 
συστήματος:

( Α - λ / ) Χ  = 0 ‘ 2 —2 Χι ' 0 '
2 - 2 0 Χι = Χ2 ■

Άρα τα ιδιοδιανύσματα που αντιστοιχούν στην λ = 2 είναι της μορφής

λ ’ = α(1,1), a p R ,  αΑΟ.

(β) Ο ιδιόχωρος της ιδιοτιμής λ = 2 είναι ο

Ε λ = {X  £ R E X  = α(1,1), a £ R } .



ο Ε;, παράγειαι από μόνο ένα (γραμμικώς ανεξάρτητο) ιδιοδιάνυσμα, το (1,1),

7(A) = άιπιΕχ = 1 .
οποτε

Μπορούμε να χαταλήξουμε στο ίδιο αποτέλεσμα χρησιμοποιώντας το σχέση (4). 
Βρίσκουμε πρώτα το βαθμό του χαρακτηριστι> 'ιχου πίνακα:

■ 2 -2  ■ 2 —2 ' 1 - Γ
2 -2 0 0 0 0

(Α -  XI) =

Ο ανηγμενος κλιμακωτός του (Α -  XI) έχει μόνο μία μη μηδενική γραμμή. Άρε 
rank(A -  ΧΙ) = 1 χαι από την (4) βρίσκουμε ότι

7(A) = άιτπΕχ = 2 -  rankiA -  Α/) = 1 ,

Παράδειγμα 2
[ 3 1 1

Έστω ο 3 χ 3 πίνακας Α = 2 4 2
[ 1 1 3  

(α) Να βρεθούν οι ιδιοτιμές του Α.
(β) Να βρεθούν οι γεωμετρικές πολλαπλότητες των ιδιοτιμών του Α.
(γ) Να βρεθούν, τα ιδιοδιανύσματα που-αντιστοιχούν στις ιδιοτιμές του Α-και να ορι­
στούν οι σχετικοί ιδιόχωροι.

(α) Η χαρακτηριστική εξίσωση του Α είναι η 

|Α-λ/| = 0 0 =
3 - Α 1 1 3 -  Α 0 1

2 4 -  Α 2 = 2 2 -  Α 2
1 1 3 -  λ 1 - 2  + Α 3 - λ

3 -  Α 0 1 3 -  λ 0 1
2) 2 1 2 = (Α-2) 2 1 2 =>

1 - 1  3 - Α 3 0 5 -  Α
-Α 1
3 5 -  Α = 0 => (Α-2 )  [(3 - Α ) ( 5 - Α ) - 3] = 0(Α -  2) 1

(Α -  2) (Α̂  -  8λ + 12) = Ο f  (Α -  2)RA -  6) = Ο .

Οι ιδιοτιμές του Α είναι οι Α, = 2 με π(Αι) = 2 και Α̂ = 6 με π(Α2) = 1.

(β) Για να βρούμε την -γ(Αι), χρησιμοποιούμε το θεώρημα τάξης και μηδενικότητας: 

7 (λι) = 3 -  ranfc(A -  All) = 3 -  ΓαηΑ:(Α -  27) .
Κλιμαχοποιούμε τον πίνακα (Α — 21):

■ 1 1 1 ■ ' 1 1 1 ■
(Α -  27) = 2 2 2 0 0 0

1 1 1 ^ 0 0 0



Βλέπουμε ότι ο κλιμακωτός έχει μόνο μια μη μηδενική γραμμή. Άρα rank[A -  2 1 )~\ 
και 7(λ] )=3-1=2.

Επειδή η ιδιοτιμή λ2 είναι απλή, 7(^2) = !·

(γ)
Ε ξ 2

Έχουμε το χαρακτηριστικό σύστημα

( Α - λ ι / ) Χ  = 0
" 1 1 1 " ■ ΐ χ  ■ ■ 0  ■

2  2  2 Χ2 = 0

1  1  1 .  ^ 3  .
0

Χ ι +  Χ2 +  Χ3 =  Ο .

Έχουμε άπειρο πλήθος λύσεων με 2 ελεύθερες μεταβλητές. Έστω ΐχ = α και Χ3 = b 
οπότε Χ2 = —(“ + b). Τα ιδιοδιανύσματα που αντιστοιχούν στην λχ = 2 είναι της 
μορφής

Χχ = (α, -(α+ί . ) ,δ)  = α (1, - 1, 0) +6 (Ο,- 1, 1), α, ό £ R, £  + δ' ^ Ο .

ϋαρατηρούμε ότι στην λι = 2 αντιστοιχούν 2 γραμμικώς ανεξάρτητα ιδιοδιανύσματα, 
τα

Χ “ = (1, - 1, 0) και Χχ̂  = (Ο,- 1, 1) .
Αυτό βέβαια αναμενόταν αφού στο (β) βρήκαμε ότι 7(λχ)=2. Ο αντίστοιχος ιδιόχωρος

Ελ, = {χ£ R E X  = a ( l , - l , 0) + b(0, - l , l ) ,  a ,0 £R} .
είναι ο

Λ ; =  6
Έχουμε το χαρακτηριστικό σύστημα: 

( Α - λ 2 ΐ ) Χ  = 0 

Κλιμακοποιούμε τον χαρακτηριστικό πίνακα:

■ - 3  1 1 ■ Χ χ ■ 0 ■
2 -2  2 3 =2 0
1 1 - 3 . ^ 3  _ 0

■ - 3 1 1 ' 1 1 - 3  ■ ■ 1 1 - 3  ' ■ 1 1 - 3  ■ ' 1 0 -1  ■
2 -2 2 . . . 2 -2 2 0 - 4 8 0 1 -2 0 1 -2
1 1 - 3 - 3 1 1 0 4 -8 0 0 0 0 0 0

Το αρχικό σύστημα είναι ισοδύναμο με το

Ιχ-Χ2 = Ο 
ΐ2 -  2.Χ3 = Ο

Θέτοντας xs = α, παίρνουμε τη γενική μορφή των ιδιοδιανυσμάτων που αντιστοιχούν 
στη λ2:

Χ, = (α, 2α, α) = α (1,2,1), α £ Έ , α ^ Ο .
Συνεπώς,

Εα, = { A £ R ’ : X  = a ( l , 2 , l ) ,  a £ R } .



9 . 4 ^ ^ Ι Α Γ Ω Ν 0 Π 0 Ι Η Σ Η  Π Ι Ν Α Κ Ω Ν

Ορισμός 9 .4.1

Οι ηχη πίνακες Α και Β είναι όμοιοι (similar) αν υπάρχει αντιστρέψιμος πίνακας 
S τέτοιος ώστε να ισχύει

Β = S  ̂Α S . (1)

Είναι φανερό ότι η (1) είναι ισοδύναμη με την

(2)Α = SBS~^

Για όμοιους πίνακες ισχύει η παρακάτω πρόταση. 

Πρόταση 9 .4.2
Όμοιοι ,άνακες έχουν ίδιες χαρακτηριστικές εξισώσεις και επομένως ίδιες ιδιο- 

τιμές.

Απόδειξη

Εστω Α και Β δύο όμοιοι πίνακες. Άρα υπάρχει αντιστρέψιμος πίνακας S, τέτοιος 
ώστε να ισχύει:

Ε = 5 - Α 5 =Φ Β - λ ΐ  = S-'^AS -X I  =>

\Β-λΙ\ = |5 -Μ 5 -λ/| = ΙΣ-Α5 - 5 -7 7 5 1  

|Ε-λ/| = |5 -^ (Α-λ/)5 | = |5 -̂ | |Α -  λ/| 15| .
Επειδή [5 - 7  Ι̂ Ί = |5 -^5 | = |/| = 1, παίρνουμε

\Β -  λ/| = |Α -  λ/|.

Έτσι οι πίνακες Α και Β έχουν τις ίδιες χαρακτηριστικές εξισώσεις και άρα ίδιες 
ιδιοτιμές. □

Παρατήρηση

Έστω Α και Β δύο όμοιοι πίνακες και λ μια ιδιοτιμή τους. Έστω X ένα ιδιοδιά- 
νυσμα του Α που αντιστοιχεί στην ιδιοτιμή λ, οπότε ισχύει:

ΑΧ = λΧ =Φ 5 -Α Χ  = λ 5 - 'Χ

5 - Α 5 5 - 'Χ  = λ 5 -^Χ =Φ Ε5 - 'Χ  = λ 5 - ’ Χ
B Y  = ΧΥ οπου Υ = S ^Χ . (3)

Βρήκαμε ετσι οτι τα ιδιοδιανύσματα του Β που αντιστοιχούν στην ιδιοτιμή λ δίνονται 
από την (3).



Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζει η περίπτωση όπου ένας ηχη πίνακας Α είναι όμοιος 
με ένα διαγώνιο πίνακα D. Σύμφωνα με την Πρόταση 9.4 .2 , οι Α χαι D έχουν τις 
ίδιες ιδιοτιμές. Τα διαγώνια στοιχεία του D είναι οι κοινές ιδιοτιμές των δύο πινάκων:

D =

λ ι  Ο · ■ ■ Ο
Ο Λ2 ··■ Ο

ο Ο ·■· λγ.

(4)

Όπως θα δούμε σε λίγο ο πίνακας 5 στη σχέση S Μ 5  = D έχει ως στήλες τα 
ιδιοδιανύσματα του Α που αντιστοιχούν στις ιδιοτιμές λι,λ2, ■ · · ,λ„.

Ο ρισμός 9.4.3
Ο η  X η  πίνακας Α είναι διαγωνοποιήσιμος (diagonalizable) αν είναι όμοιος 

με ένα διαγώνιο η χ η  πίνακα Ε, αν δηλαδή υπάρχει αντιστρέψιμος πίνακας S, 
τέτοιος ώστε

S-'^AS = D Α = SBS-

Το θεώρημα που ακολουθεί είναι πολύ σημαντικό.

Θεώρημα 9 .4.4
Έστω ο η χ η πίνακας Α με στοιχεία από το σώμα Κ. Ο Α είναι διαγωνοποι- 

ήσιμος όταν- και μόνον-όταν-ο-Άτ έχεΓη-γραμμικώςτανεξάρτητσ-ιδισδιανύσματα. 
Στην περίπτωση αυτή, αν D είναι ο διαγώνιος πίνακας με στοιχεία στην κύρια 
διαγώνιο τις ιδιοτιμές του Α, τότε ο πίνακας S στην σχέση (5) έχει ως στήλες 
τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσματα του Α.

Απόδεεξη
Έστω λι,λ2, · · · ,λη οι όχι κατ’ ανάγκη διαφορετικές μεταξύ τους ιδιοτιμές του Α. 
Υποθέτουμε πρώτα ότι ο Α έχει η  γραμμικώς ανεξάρτητα ιδιοδιανύσματα, τα

Άι ,Ά2.··· .^η·

Αυτό σημαίνει ότι σε κάθε ιδιοτιμή λ,· μπορούμε να αντιστοιχίσουμε το ιδιοδιάνυσμα 
Xi ,  έτσι ώστε

AXi  =  Xi Xi ,  1 =  1 , 2 , - · · ,  η .  ( ί )

(Για παράδειγμα, αν π(λ ι)=2 και λ]=λ5, τότε στην λχ αντιστοιχούν ακριβώς δύο γραμ­
μικώς ανεξάρτητα ιδιοδιανύσματα, αφού στην αντίθετη περίπτωση, ο Λ θα είχε λιγότερα 
από η γραμμικώς ανεξάρτητα ιδιοδιανύσματα. Αυτά τα συμβολίζουμε με και Χ ,̂ 
οπότε πράγματι ΑΧι = λχΆι και ΑΧζ = Χ5Χ5).
Ορίζουμε τώρα τους πίνακες S και D:

S = \Xi Χ2 ■■■ Χη] και D =

λι Ο 
Ο λ2

Ο Ο



Για τα γινόμενα Α5  και SB έχουμε

AS = [Αλ''] Α^2 ■ ■ ■ ΑΧ,
και

λχ ο ■ · ■ ο
ο λο ■■■ ο

ο ο Λη
- ίλχΧι λ^Χο ■ ■ ■ λ„Λ7] (til)

AS = SD. (ly)

Λόγω της (i)  ̂ έχουμε:

^ 5  = [ΑΧχ ΑΧ2 ■ ■ · ΑΛΑ] = [λχΧχ λ ,χ , . . .  χ^ΑΑ] .    ,

Α φ ο ύ  τα Χ χ , λ γ . . . , Χ „  είναι γ ρ α μμ ι κ ώς  ανεξάρτητα Γ α η λ ( 5 ) - η  και  άοα ^αντιστρέψιμος. Από την (iv) παίρνουμε '  ̂  ̂ και αρα ο 5  είναι

S-^AS=S-^SD = D,

που^σημαίνει ότι ο Α είναι όμοιος με το διαγώνιο πίνακα Ε και άρα είναι διαγωνοπο^

5  = [Κχ >2 ·■· l·;].
Πρέπει να δείξουυε ότι τα Κ t  ν  -ι
του Α. Εφόσον ο 5  είναι αν;σ;έψιμο"ς, ; : : . 7 / ) " Γ κ "
γραμμικώς ανεξάρτητα. Από την (ν). έχουμε διαδοχικά: " ^> >̂ ,̂ ■ · · Κ. civai

S-^AS=D SS~ U S= SD  =Φ A S = S D ^

' λχ Ο · · · Ο
Α[Κχ Κ2 ■■· Κ.] = [Κ y, . . .  Ο ··· Ο

ί ο  Ο . . .

μΚχ AF2 .. .  Α>;] = (λχΚχ λ2Κ2 ■·■ λ„Κ] : 
AYi = XiY„ i = i_2 , . . . , n .

ώ.ο8..νύ„μ„„ a

““ “ T s r S ·  ”  «'■ „ . « p .
ανίξάρττ,τα ιδιοί.ι,νΰοματα, δηλοδή να ,αχύίΓ “'''""” ‘>1'’"'' «VP"! -’ (h ) γραμμιχώς

γ(λ.) = π(λ,), χ· = 1,2,...,Α:, (6)



όπου k το πλήθος των διακεχρψένων ιδιοτιμών του πίναχα. Πράγματι, το πλήθος νω\ 
γραμμ'-χώς ανεξάρτητων ιδιοδιανυσμάτων του πίναχα είναι

Σ τ  (Λ) ·

Επειδή 1 < γ(λ;) < π (λ,·),

k < Σ τ Β )  <
1 =  1 t = : l

Βλέπουμε ότι

1=1
αν και μόνο αν ισχύει η (6).

Ορισμ-ός 9 .4.5
Έστω ο η χ η πίνακας Α. Αν για κάθε διακεκριμένη ιδιοτιμή λ; του Α ισχύει

γ(λ.) = ^(λ.), (7)

τότε ο Α λέγεται μη ελλυτής (non-defective).
Αν για κάποιααδιοτιμήΑ,·..του_Α._ισχύει

γ(λΟ < ^(λ.),  (8)

τότε ο πίνακας Α λέγεται ελλυτής (defective).

Παρατηρήσεις

1. Αν ενας η χ η  πίνακας έχει μόνο απλές ιδιοτιμές, τότε είναι, μη ελλιπής.

2. Είναι φανερό από το προηγούμενα ότι ένας η χ η  πίνακας είναι μη ελλιπής ον και 
μόνο αν έχει η γραμμικώς ανεξάρτητα ιδιοδιανύσματα. Έτσι το Θεώρημα 9.4.4 
μπορεί να αναδιατυπωθεί ως εξής.

Θεώρημα 9.4.6

Έστω ο η χ η πίνακας Α με στοιχεία από το σώμα Κ. Ο Α είναι διαγωνοποιή- 
σιμος αν και μόνο αν είναι μη ελλιπής.

Απόδειξη
Σύμφωνα με τη θεωρία της παρούσας παραγράφου, η διαγωνοποίηση ενός η χ η  πίνακα 
Α γίνεται κάνοντας τα εξής βήματα:

1. Βρίσκουμε τις ιδιοτιμές λι,λ2,···,λη και τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσματα του Α. 
Ο Α είναι διαγωνοποιήσιμος αν έχει η γραμμικώς ανεξάρτητα ιδιοδιανύσματα 
Χι,Χ2, ■ ■ ■ ,Χη (δηλ. αν ο Α είναι μη ελλιπής γ(λ,) = π(λ,·)).



2. Αν ο Α είναι διαγωνοποιήσιμος, κατασκευάζουμε τους πίνακες S και Ε: 

S = [λΗ ΛΗ · · ■ λη] και Ε =

λι Ο 
Ο λ2

Ο ο · · ■ λ

3. Βρίσκουμε τον αντίστροφο S"' του 5 και υπολογίζουμε τον Α:

Α = SE5 - '  .

□

ΠόρισμΛ 9 .4.7
Αν ο πίνακας Α 6 Μηχη{Κ) έχει η διακεκριμένες ιδιοτιμές, τότε είναι διαγωνο- 

ποιήσιμος. ·

Παράδειγμα. 1

Έστω ο πίνακαο Α —
3 1 1
2 4 2 
1 1 3

Οι ιδιοτιμές του Α είναι οι λ] = 2 με 7τ(λι) = 2 και λ2 = 6 με π(λ2) = 1.

, που μελετήσαμε σε προηγούμενο παράδειγμα.

Στη διπλή ιδιοτιμή λ ι=2 αντιστοιχούν δύο γραμμικώς ανεξάρτητα ιδιοδιανύσματα, 
τα Α'ι=(1, -1, 0) και Α·2=(0,1, -1), ενώ στην ιδιοτιμή λ2 = 6 αντιστοιχεί το ιδιοδιά- 
νυσμα ΑΓ3 = (1 ,2 ,1). Ο Α είναι διαγωνοποιήσιμος αφού έχει 3 γραμμικώς ανεξάρτητα 
ιδιοδιανύσματα. Έστω οι πίνακες

■ 1 0 1 ' / 0. θ ' ‘ 2 0 0 '
5  = [Άι ΑΗ ΑΗ] = -1  1 2 και Ε 0 λι 0 = 0 2 0

0 -1  1 0 0 λ3 0 0 6

Ο αντίστροφος 5 ' του S μπορεί να βρεθεί με μια από τις γνωστές μεθόδους:
3

Άρα μια διαγωνοποίηση του Α είναι η:

1 0 1 ' ‘ 2 0 0
Α = SDS-^ = - 1 1 2 0 2 0

0 - 1 1 0 0 6



Μια άλλη διαγωνοηοίηση του Α προκύπτει αν θέσουμε;

S = [λ2 A3 Χ ι1 =

οποτε

Βρίσκουμε τότε ότι

Ο 1 1
1 2 - 1  

-1  1 Ο

D =
2 0 0 
0 6 0 

0 0 2

οπότε έχουμε την παρακάτω διαγωνοποίηση του Α

Α =
Ο 1 1
1 2 - 1  

- 1 1 0

2 0 0 
0 6 0 
0 0 2

Παράδειγμα 2

Να διαγωνοποιηθεί ο πίνακας Α =
1 1 1
0 3 3

- 2  1 1

Βρίσκουμε πρώτα τις ιοιοτιμες και τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσματα του Α. Η χαρακτ­
ηριστική εξίσωση του Α είναι η

1 - λ  1 1 1 -  λ 0 1
\Α — λ/| = 0 =Φ 0 = 0 3 -  λ 3 0 - λ  3

- 2  1 1 -  λ -2  λ 1 -  λ

Ο = λ
1 -  λ 0 1 1 -  λ 0 1 2 - λ  0 1

0 -1 3 = λ . 0 -1  3 = λ 0 -1  3 . =>
-2  1 1 -  λ -2 0 4 - λ 2 - λ  0 4 -  λ

2 - λ 0 1
0 = λ 0 -1 3 - λ (2 -  λ) (3 -  λ) = 0 . (

0 0 3 - λ (Ο

(Η χαρακτηριστική εξίσωση μπορεί να βρεθεί και με πολλούς άλλους τρόπους, για παρά­
δειγμα, αναπτύσσοντας την αρχική ορίζουσα ως προς τα στοιχεία της πρώτης στήλης). 
Από την (ί) βλέπουμε ότι ο Α έχει τρεις απλές ιδιοτιμές: λι= 0 , λ,= 2  και λ3=3. Άρα 
ο Α έχει 3 γραμμικώς ανεξάρτητα ιδιοδιανύσματα και είναι διαγωνοποιήσιμος.



Για Α-]=0 , έχουμε το χαρακτηριστικό σύστημα: 

{Α -  0 1 ] X = 0 =?

Κλιμακοποιούμε τον πίνακα του συστήματος:

' i l l ' Χχ ■ 0  ■

0 3 3 Χ2 = 0
- 2  1 1 Χ3 0

1 1 1 ■ ■ 1 1 1 ■ ■ 1 1 1 ' ■ 1 0 0 ■
0 3 3 0 1 1 0 1 1 0 1 1

—2 1 1 0 3 3 0 0 0 0 0 0

Το χαρακτηριστικό σύστημα είναι ισοδύναμο με το

Χι = 0
a:2 + 2=3 = Ο

Παίρνοντας το 2:3 ωζ ελεύθερη μεταβλητή, βρίσκουμε τη γενική μορφή των ιδιοδιανυσ- 
μάτων του Α που αντιστοιχούν στην λι=0 :

Έστω λοιπόν ότι

(0,-α,α) = α(Ο,-Ι,Ι), α £ R, α 7 Ο · 

Αχ = (Ο,-1,1).

Για λ2=2 , έχουμε το χαρακτηριστικό σύστημα:

(Α -  27) Α = Ο

Κλιμακοποιούμε, όπως και προηγουμένως, τον πίνακα του συστήματος:

■ - 1  1 1  ■ ■ Χ χ ■ 0  ■

0  1 3 Χ 2 = 0

- 2  1 - 1
.  .

0

■ -Τ 1 1 ■ 1 -1 -1  ■ ■ 1 -1 -1  ' ■ 1 0 2 '
0 1 3 0 1 3 0 1 3 γ.. 0 ϊ 3

- 2 1 -1 -2 1 -1 0 -1 - 3 0 0 0

Το αρχικό σύστημα είναι ισοδύναμο με το

Χ χ  +  2 X 3  =  Ο
Χ2 + Χ3 = 0

Η γενική μορφή των ιδιοδιανυσμάτων του Α που αντιστοιχούν στην λ2=2 είναι: 

( - 2α , - 3α,α) = α ( - 2, - 3, ΐ ) ,  α £ R, α 7  Ο .

Έστω λοιπόν ότι
ΑΗ = ( - 2, - 3, 1) .



Για Xs = 3, έχουμε το χαρακτηριστικό σύστημα; 

[Α -  37) X = Ο Φ- 

Κλιμακοποιούμε τον πίνακα του συστήματος:

' - 2  1 1 " Χι ' ' 0 ■
0 0 3 Χ2 = 0

-2  1 - 2
-  . 0

— 2 1 1 ■ -2  1 1 ■ 2 -1 -1 ■ 2 -1 ϋ ■0 0 3 0 0 1 ... 0 0 1 ... 0 0 1-2 1 -2 0 - 3 0 0 0 J 0 0 0
Το αρχικό σύστημα είναι ισοδύναμο με το

211 — Χ2 = Ο 
Χ3 = Ο

Η γενική μορφή των ιδιοδιανυσμάτων του Α που αντιστοιχούν στην λ3=3 είναι:

(α, 2α, 0) = α (1, 2, 0), ο £ R, α Ο .
^Εστω λοιπόν ότι

Χ3 = (1,2,0).
Συνοψίζουμε στο σημείο αυτό τα μέχρι στιγμής αποτελέσματα. Ο πίνακας Α έχει τρεις 
απλές ιδιοτιμές, τις λι=0, λ2=2, και λ3=3 στις οποίες-αντιστοιχούν τα ιδιοδιανύσματα

Χι = (0,-1,1),  Χ'2 = ( - 2, - 3, 1) και Xa = (1, 2, 0) .

Τα Χι, Xj και Χ3 είναι γραμμικώς ανεξάρτητα (Πρόταση 9.2 .7) και συνεπώς ο Α είναι 
διαγωνοποιήσιμος. Έστω λοιπόν ότι

5  — [Χι ^2 X'a] =
Ο - 2  1 

-1 - 3  2 
1 1 Ο

οποτε
'λ ι 0 0 ■ ■ 0 0 0

Β = 0 2̂ 0 = 0 2 0
0 0 3̂ 0 0 3

Απομένει να βρο.ύμε τον αντίστροφο του 5 . Χρησιμοποιούμε τη μέθοδο αναγωγής 
σε ανηγμένο κλιμακωτό. ([5|7] ~ [7|5-']);

[5|7] =
Ο - 2  1 

- 1  - 3  2 
1 1 Ο

1 Ο Ο 
Ο 1 Ο 
Ο Ο 1

1 1 Ο
- 1  - 3  2 

Ο - 2  1

Ο Ο 1 
Ο 1 Ο 
1 Ο Ο

■ 1 1 0 0 0 1 ■ 1 1 0 () 0 1 ■
0 - 2 2 0 1 1 0 - -2 2 0  1 1
0 - 2 1 1 0 0 ^ 0 0 - 1 1 - 1 -1 _

■ 1 1 0 0 0 1 -
■ 1 1 0 0 0 1 ■

0 1 --1 0 1
2

1
2 0 1 0 - 1 1

2
1
2

0 0 1 - 1 1 - 1 0 0  1 - 1 1 1



■ 1 0 0 1 - 1 4 · 2 2
m  - 0 1 0 _1 1 1 2 2

0 0 1 -1  1 1

5 - ' =
1 1

Εχουμε τελικά την εξής διαγωνοποίηση του Α:

0 - 2 1 ' ■ 0 0 0 ■ Γ 1 - 1 1 1  2 2
Α = SDS-^ = - 1  - 3  2 0 2 0 -1  1 1  2 2

1 1 0 0 0 3 -1  1 1

Ο υπολογισμός δυνάμεων ενός διαγωνοποιήσιμου πίνακα καθίσταται ευκολότερος 
μετά τη διαγωνοποίηση του. Πραγματικά, αν

Α= SDS~^

τοτε
= ΑΑ = SDS-'^SDS-^ = SD̂ S~'  ̂ .

Επαγωγικά βρίσκουμε ότι

Â  = SD^S-\ k e N .  (9)

Η πιο πάνω σχέση ισχύει και για Α: = Ο (γιατί;). Ο Ε* υπολογίζεται εύκολα, αφού

(10)
λι 0 ■·· θ ' k [λί 0 ■■· θ'

Ε* =
0 λ2 ■·· 0

=
0 λΐ- .·· 0

0 0 ·■■ λ„_ 0 0 ■·· λ©

ΠαράδειγμΛ
Έστω ο πίνακας

1 1 1 ■
Α = 0 3 3

_ - 2 1 1
του προηγούμενου παραδείγματος. Βρήκαμε ότι μια διαγωνοποίηση του

0 -2 1 ■ ■ 0 0 0 ■ Γ 1 - 1 1 1  2 2
Α = 5 Ε5 - ' = - 1  - 3 2 0 2 0 -1  1 1  2 2

1 1 0 0 0 3 -1  1 1



Σύμφωνα με την (9), για τον Α® έχουμε:

Α® = 5 Ε®5 - ’ =
0 —2 1 ■ ■ 0 0 0 ■ 1 1

2
1 - 
2

-1 - 3 2 0 2® 0 - 1 1
2

1
2

1 1 0 0 0 3® - 1 1 1

Στην περίπτωση που ο Α είναι αντιστρέψιμος, όλες οι ιδιοτιμές του είναι διάφορες του 
Ο και ο D (που έχει τις ίδιες ιδιοτιμές) είναι αντιστρέψιμος, Η (9) επεχτείνεται τότε 
και για αρνητικά k. Πράγματι από την

παίρνουμε:

οπου

Α = SDS-^

Α~̂  = = SD~'^S-\

Ο · ■ ■ Ο

ΟΕ -' =

1

ΧΓ
1

λ7

Ο ο

ο

Για τον Α  ̂ έεχουμε:
Α~̂  = A - h “’ = .

Επαγωγικά βρίσκουμε ότι για αντιστρέψιμο πίνακα Α ισχύει

Α-* = 5 Ε - *5-k c~1 keN.

Εφόσον οι Α̂  και είναι όμοιοι μπορούμε εύκολα να παρατηρήσουμε ότι αν 
λΐι ^2, · · · , λη είναι οι ιδιοτιμές του πίνακα Α, τότε οι ιδιοτιμές του Α̂ ' είναι οι λ*, λ ,̂ · · · , ) ·̂ 
Ακόμα, αν ο Α είναι αντιστρέψιμος, τότε οι ιδιοτιμές του Α“  ̂ είναι οι £,£,■■■,©·Αι λ2

Θεώρημα 9.4.8

Εστω λ μια ιδιοτιμή του η χ η  πίναχα Α και Α ένα ιδιοδιάνυσμα που αντιστοιχεί 
στη λ.
(α) Ο πίνακας Α̂  με Α = 2, 3, · · · έχει ιδιοτιμή τη λ'" και αντίστοιχο ιδιοδιάνυσμα 
το Α.
(β) Αν ο Α είναι αντιστρέψιμος, ο Α"' έχει ιδιοτιμή την  ̂ και αντίστοιχο 
ιδιοδιάνυσμα το ΑΣ

Απόδεεςη

( α)
ΑΑ = λΑ => Α"Α = λΑΑ = λ(λΑ) Α^Α = λ"*Α .

Συνεχίζοντας επαγωγικά βρίσκουμε ότι

Α£Υ = λ'-·Χ, k = 2,3,···



άρα η πρόταση ισχύει.
(Σημείωση: Η πρόταση ισχύει και για k = 0 . Ισχύει ακόμα για αρνητικά k αν ο Α.
είναι αντιστρέψιμος).

(β) Α ν ο Α  είναι αντιστρέψιμος, τότε λ φ 0. Εχουμε διαδοχικά:

ΑΧ = >.Χ 1Α -74Χ = λ Α- 'Χ ^  X = λ Α- 'Χ =4 Α- 'Χ = ^ Α .

Άρα η χ είναι μια ιδιοτιμή του Α ’ και το X  ένα αντίστοιχο ιδιοδιάνυσμα. Π

Οι έννοιες αυτής της παραγράφου ορίζονται φυσικά και για γραμμικούς τελεστές 
στο £{V), όπου ο V είναι πεπερασμένης διάστασης. Παραθέτουμε σχετικές προτάσεις 
και ένα ορισμό του Κεφαλαίου 7, καθώς και κάποια χρήσιμα πορίσματα.

Θεώρημα 7 .7.6
Έστω οι πίνακες Α, Β £ Μηχη- Οι Α και Β  είναι όμοιοι αν και μόνο αν αυτοί 

αντιστοιχούν στον ίδιο γραμμικό τελεστή Τ ££(Κ), όπου ο γραμμικός χώρος V 
είναι πεπερασμένης διάστασης η.

Ορισμός 7 .7.7
Ένας γραμμικός τελεστής T'e£(V’), όπου ο γραμμικός χώρος V είναι πεπερασ­

μένης διάστασης η, λέγεται διαγωνοποιήσιμος αν υπάρχει μια βάση Β  του V 
τέτοια ώστε ο [ Α τ ) β  είναι διαγώνιος.

Σύμφωνα με τον πιο πάνω ορισμό, ο γραμμικός τελεστής Τ £C{V), όπου dimV = 
η £ Ν, είναι διαγωνοποιήσιμος αν υπάρχει μια βάση B={ui, U2, ■ ■ ■ , Un} του V τέτοια 
ώστε να ισχύει

T(ui) = \iUi, \i £ Κ , 1=1,  2,···, η
ή ισοδύναμα αν υπάρχει βάση Β του V που αποτελείται από ιδιοδιανύσματα του Τ. 
Στην περίπτωση αυτή, τα διαγώνια στοιχεία του {Ατ)β είναι οι ιδιοτιμές του Τ:

(Ατ)β - ^

λι Ο 
Ο λ2

Ο Ο • • • λ .

Π όρισμα 9.4.9

Έστω ο τελεστής T£C{V), όπου dimV=η £ Ν. Αν υπάρχει μια βάση του V η 
οποία αποτελείται από ιδιοδιανύσματα του Γ, τότε ο Τ είναι διαγωνοποιήσιμος.

Π όρισμα 9.4.10

Έστω ο τελεστής T£C{V),  όπου dimV=n £ Ν. Αν ο Τ έχει η διακεκριμένες 
ιδιοτιμές, τότε ο Τ είναι διαγωνοποιήσιμος.



Ενα; τελεστής TgAfE),  όπου dimV=:n £ Ν, είναι διαγωνοποιήσιμος όταν και 
μόνον όταν υπάρχει μια βάση Β του V και ένας αντιστρέψιμος πίνακας Ρ τέτοιοεμονον
ώστε ο πίνακας

■Ρ"' { Α τ )β  Ρ

να είναι διαγώνιος.
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1. Να αποδειχθεΐ η Πρόταση 9.1.3 .

2. Να αποδειχθεί η Πρόταση 9.1.4.

ο. Αν ο τελεστής Τ £ £(Ε) είναι μηδενοδύναμος να δειχθεί ότι η μόνη ιδιοτιμή του 
Τ είναι το μηδέν.

4 . Να βρεθούν οι ιδιοτιμές χαι οι αντίστοιχοι ιδιοχώροι του γραμμικού τελεστή'Τ£ 
Z/(R̂ ) που ορίζεται από τη σχέση

Τ{χι,Χ2) = (xj + 2X2, 4χι + 3X2) .

5 . Αν ο λ είναι ιδιοτιμή του αντιστρέψιμου γραμμικού τελεστή T££(V) ,  να δειχθεί 
ότι ο είναι ιδιοτιμή του Τ“7

6. Να βρεθούν οι ιδιοτιμές των κάτωθι πινάκων:

(“)
Ο 1 
1 Ο (Ρ)

1 1 1 1 1
0 3 -1 5 - 4
0 0 2 6 7
0 0 0 _2 8
0 0 0 0 6

7 . Δείξτε ότι οι ιδιοτιμές ενός τριγωνικού πίνακα (άνω ή κάτω) είναι ίσες με τα 
διαγώνια στοιχεία του πίνακα.

8. Να βρεθούν οι ιδιοτιμές και τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσματα των παρακάτω πινάκων:

Ν

9 . Έστω ο  3 X 3 π ίν α κ α ε

' 2  0 - 2  ■
0 4 0 

- 2  0 5
(β)

' - 3  -2  ■ 
3 4

Α =
5 7 - 5  
0 4 - 1  
2 8 - 3

(α) Να βρεθούν οιζοιοτιμές του-Α—
(Ρ) Να βρεθούν και να κανονιχοποιηθούν τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσματα.

10. Δίνεται ο 3 χ 3 πίνακας
3 - 2  - 2  1
2 - 2  - 4  

- 1 2  4
(α) Δείξτε ότι οι ιδιοτιμές του Α είναι οι λι = 1 με π(λι) = 1 και λ2 = 2 με 
7τ(λ2) = 2.
(β) Να βρεθούν οι γ(λι) = άίπιΕλι χσΐ· γ(λ2) = dimE\2.
(γ) Να βρεθούν τα ιδιοδιανύσματα που αντιστοιχούν στις ιδιοτιμές λι και λ2 και 
να ορισθούν οι ιδιόχωροι Ε\ι και Ε\2·



' 1 - 3  3 ■ ' 3 1 1 '
(α) 3 - 5  3 (β) 2 4 2

6 —6 4 1 1 3

12. Δείξτε ότι ο πίνακας

Α =
1 Ο - 1  
1 2 1
2 2 3

διαγωνοποιείται και γράψτε μια διαγωνοποίησή του.

13. Εστω λ μια ιοιοτιμη του η χ η  πίνακα Α και X ένα αντίστοιχο ιδιοδιάνυσμα. 
Να δειχθεί οτι ο πίνακας (Α + α/), όπου α σταθερά, έχει ιδιοτιμή τη λ + α και 
αντίστοιχο ιδιοδιάνυσμα το X.

14. Εστω ο τελεστής Τ £ Ρ·{Υ) γΐ·σ τον οποίο ισχύει

= Γ

(ένας τέτοιος τελεστής καλείται προβολή (projection) ). Να βρεθούν οι ιδιοτιμές 
του Τ.

15. Έστω ο τελεστής Γ£ϋ(Κ^) που ορίζεται από τη σχέση

Τίχ,ν ,ζ) =  (Ο, X, y )  .

Να βρεθούν τα χαρακτηριστικά πολυώνυμα των Τ, και Τ’®.
16. Έστω ο τελεστής T'£L(R®) που ορίζεται από τη σχέση

Τ(χ, y, 2 ) =  ( χ  -  2ζ, Ο, - 2 χ  +  4ζ) .

Να βρεθεί μια βάση Β  του R® έτσι ώστε ο { Α τ ) β  να είναι διαγώνιος.
17. Έστω ο τελεστής Γ ε  I,(R'*)· που ορίζεται από τη σχέση

T(x,y, ζ, ιυ) =  {χ, 2χ +  5υ +  6ζ +  7w, 3 χ  +  8ζ +  9ΐϋ, 4 χ  +  ΙΟζη) .

Να βρεθεί μια βαση Β του R “* ετσι ωστε ο [Axjg να είναι διαγώνιος.
18. Έστω ο τελεστής S Ε  L{C^) που ορίζεται από τη σχέση

T(u,v,w) = ( - U ,  - ιυ , ν) .

Να βρεθεί μια βάση Β του C® έτσι ώστε ο [Ατ)β να είναι διαγώνιος.
19. Έστω / (ι) ένα πολυώνυμο και Α ένας η χ η  πίνακας.

(α) Να δειχθεί ότι αν λ, Α είναι αντίστοιχα ιδιοποσά του πίνακα Α, τότε τα /(λ), Α 
είναι αντίστοιχα ιδιοποσά του πίνακα f{A).
(β) Αν λχ,λ2 , · ■ ·, λη είναι οι ιδιοτιμές του Α, να δειχθεί ότι

ιίβί[/(Α)] = /(λχ)/(λ2) ·.■ /(ΛΟ-



20. Αν ο η X η πίνακας Α εχει μόνο μια ιδιοτιμή διάφορη του μηδενός, δείξτε ότι

det(I + .4 ) = 1 + h'A .

21 . Να βρεθούν τα ελάχιστα πολυώνυμα των κάτωθι πινάκων:

(i)
' 1 -1 ' ■ 1 1 0 ■ ' 1 0  0 '

-1  1 0>.) 0 1 0 (ϋί) 0 1 1
0 0 2 0 0 2

( ιν )

1 - 4  2 4
2 - 1  - 1  2 
0 - 4  3 4
2 0 - 2 1

22. Να βρεθούν το ελάχιστο και το χαρακτηριστικό πολυώνυμο του πίνακα

Ο 1 Ο
Ο Ο 1

0 0 0 · · ·  1 
0-0 ffl] ίΐ2 · · · Cln-l

Εστω τώρα ένα πολυώνυμο /(χ). Να βρεθεί ένας η  X η πίνακας που έχει ελάχιστο 
πολυώνυμο το /(χ).

2ο. Υπολογίζοντας το ελάχιστο πολυώνυμο, καθορίστε ποιοι από τους κάτωθι πίνακες 
είναι διαγωνοποιήσιμοι.

0 )

24. Δείξτε ότι αν Α, Β £ Μηχη, "̂ ότε οι πίνακες ΑΒ και ΒΑ έχουν τις ίδιες ιδιοτιμές.

' 1 -1 -1  ■ ■ 1 4 -2 4 ■
0 3 2 (ϋ)

0 1 0 -2
0 -1 0 J 0 4 -1 - 4

0 0 0 -1  _
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οϊον το γλυκύμαλον έρεύθεται ακρωι επ’ δσδωι 
ακρον έπ' άκροτάτωι λελάθοντο δέ μαλοδρόπηες 
ου μαν έκλελαθοντ ' άλλ' ούκ έδύναντ ' έπίκεσθαι

Σαπφώ
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	TU3 --CD 3 X A Vi ^



	X0..V..- T(vX-T[C)'l	>A-<D	^	Χνχχ.	KwTWloD

	YA G ίΗΤ V-T fei-SvA TO σ··0Υο_χΌ p\~- ^	~	~	-	j	νΧγγ~|^

	Q, -= ^pTUa3 YUy 3----P ^ ΙΎ\

	Ληο -TAv ΓΑρ .	7.a3	-Dt\ —ο esovpxQ Β

	Γ\ Ο.ρό,'^Τ.Χ Το χνορο \γοΙτ) . Λρθ'ΐ_\ χθ\Γ\ΟΜ νΟγ BtAx-OOx^S. tit \

	fCK GtO\X'L\<X too B) S\VO.\	MxTjCptVitO. . f\V

	λ X ' [ νχχ -tX-z T(u-jX t- · ' ' -b Xa \ 1 V). a) — ©

	"T i Xi νλι■+ X-3 νλ-2.	Xa^AaX — O

	Λ p cx

	Λς^οό ο pXAiS, A \ LXVCXX Ο,ν^Τ^χρ,Ο-νίΟ «A y,txVtA ^ κογχρνονο,


	Xi vXi^ -+ X^ u-2. -t -. - + vx A ^ O -

	E OXaxBa opvos tex cstoxxBxcx tA^ ^CxSAX. Λ Bvckx N^5pO,\^s^X- AvO&- Os.V=i_^o,p—A \ o. ^ Ο,ΓΧΟ tAY TX_;^_OAO,\CK SxXcA npOAvJA—';_χ

	Xi-\z-"=>- - Xa “ 0 -


	Y\-£\fX\X- Α\·πλ ΒονΊτ) + (i \ ΓΛ Χ·ίτ\\Τ')	UoA

	ΕονΙΒ-φ ^(D\ .

	o < m

	-TbTt	TYAS.	yoo.yy^>pά-τv^τcAS. ττ-;. T 'Go. G.vcxx

	onoTx To X\ TmtA + Xa. Urt\+z 7-'"t Xv\-rr\ νλτ C Yv i T

	Too Kgv[tV,

	V^A - Y - ' '·'· - NXw - X\ - Xz - " - ' - Χυχ-τλ - O - Apco TOs STDNXZAOs TOO ^OHOj^pY) Ι^αΟ) E\SCX\ p 0.\υΑ^ A Άώ "ϊ» <AVZ-A^O.pTVN-TC^ · “εο. Έ,Α-Χ^ΟΟ^Α. Τώρο. έτχ ΤΟ εΧνο^^Ο UV') fADspG-^tA Τον οηόχοχρο \(Υ\ (τ') . Επα\ΤΧ το sovo^.'=> ini') Ε\νο.\ xyx ο. ^Ggva too Va , s-ΰ ycpAovo. yz tyav Πρ . 73.3 ^ To εύνο^^ο


	T I'A.i') ■^'T(UzX —’·--- T'(\X<t\\	©

	' > · ,1 t(x\ expo. To. crovoAyx. (cl') αο.\ (ΤΖ.") Πο.ρο.'^οον Ton χΕυο

	YlT") .

	Etga Ez\-^o.yt oT\ To	(ΤοΝοχο

	^ *T l\XtY\-ri3 5 - » - P T (vx^l




	π D.Q «xBs-xypo.	"^3

	BcstvA A o.rvs\p0N \GA ~T ·- [iC^ ^ \ΰ© y,u T ( Xx^Xt^XB*) ^ (X\-X5 ^ x^ + x.sC -

	(EH	Η·ί.	t\ \(So0-To.\ o \m (T)	a

	(O.H	Γχο.	R Ccxn X - (X^XpjXs')

	T [ XX t NS Y) -= T ( X \\^Jkι;k-£) + 'X - T ( XX\ + 33\ ^\Xx + 33t^ χΧΒ + χ.^^^

	T txx + v"6C A. χτΙχΗ + YTi'xC .

	T(xX-®,

	A p o.	O Et.pt τ') ©■'SO.\ O pOVoEsBcS-TCoTOS. V)TV ό

	Εχοο ρτ	r\po ojo.NxOT.	c\trnCpxtT)	— i. .

	ο \Τγ, ΕγγαΤ - 2-



	TaxAN Yi t(XA Vz ^ (X-CT AGTOAy^Os -

	Υ\ (jcxbyOS (tcvyaE \ Tyat. ~X ICexA (Ta3Α\(3 0_χ\Τ2Τ(ΧΑ yi αΤΟαΥχΕΥ)

	lY

	U7^

	'ί-Χχ^.-\ yy (3c-(-\ch3 coaa «ό y?>Dx’\ AyTu.\ yc άοΊ (Τ') .

	7-Α VA ΛΠΕ\Ε0Η\7\Λ





	KiAV ©<Lrin- ^xetT"' Ax-o'\	ha

	RtA)-^ ItaK)-^Y-AX€iiT ° XgIR'"^	15)

	Ax X -= 0	R	a

	/\ηό ΤΑ 'bi'LoopxcK ταον r\poA-^o0y.s.NO V	cDvoyV-

	U3 0 rVAApAY^OsS. KiY TOO mXA n'\N’XCOs f\ EncxA xjnoxAopeS TOA3 [R^	( Πρ .	7-3.5 V.

	(7)

	Is3





	β--(HT yuAj---7tto\

	J((eT =	-

	4te,A=cTF\Y| , v-in.---T




	=va^Ά

	“.SB

	ao.Ua-V'^I^IAC - «i'f^HlA^	llEa

	Y\ - Δ'αλ H( Aa -V· AxmRtAA ·=^ B7)


	' 'T(KARxcr·. ^κ-ol


	X,	o
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	{e, = (1,1,0), 62-(1,0,1), 63 = (0,1,1)}

	(Ο

	(ϋί)



	9 ΙΔΙΟΤΙΜΕΣ ΚΑΙ ΙΔΙΟΔΙΑΝΥΣΜΑΤΑ

	T{u) = Xu.	(1)

	Τ(η)£Μ.	(2)

	Γ(ηι) = Γ(1,1) = (2,2) = 2(1,1) = 2ηι

	αι = α, = · ■ · =	αχ = Ο .	(ίτ))

	Τ.




	= Κ„,

	2!λ) = Ο	(^0


	“(ϋ)

	9λ2 ΙΔΙΟΤΙΜΕΣ ΚΑΙ ΙΔΙΟΔΙΑΝΥΣΜΑΤΑ ΠΤΝΑ ΚΠΝ

	(1)

	= 0	(2-λ)Ε3-λ)(1-λ)	=	0.

	ΐ:π(λ.) = η.

	(1-λ)(3-λ)(2-λ) = 0.



	[Α - Α,·/) X = Ο .

	2 /

	2 /

	Β 5 Ο .

	p.?, ΙΔΙΟ ΧΩΡΟΙ

	Χχ = (α,-(α+ί.),δ) = α (1,-1, 0) +6 (Ο,-1,1), α, ό £ R, £ + δ' ^ Ο .

	Χ“ = (1,-1,0) και Χχ^ = (Ο,-1,1) .

	Ελ, = {χ£ REX = a(l,-l,0) + b(0,-l,l),	a,0£R}.

	9.4^^ΙΑΓΩΝ0Π0ΙΗΣΗ ΠΙΝΑΚΩΝ

	5-Α55-'Χ = λ5-^Χ =Φ Ε5-'Χ = λ5-’Χ

	AXi = XiXi, 1 = 1,2,-··, η.	(ί)


	Αφού τα Χχ,λγ...,Χ„ είναι γραμμικώς ανεξάρτητα Γαηλ(5)-η και άοα ^

	S-^AS=S-^SD = D,

	5 = [Κχ >2 ·■· l·;].

	S-^AS=D	SS~US=SD	=Φ	AS=SD ^



	γ(λ.) = π(λ,), χ· = 1,2,...,Α:,

	Στ (Λ) ·

	k < ΣτΒ) <

	γ(λ.) = ^(λ.),	(7)

	γ(λΟ < ^(λ.),	(8)

	Ο ο · · ■ λ


	Α = SE5-' .

	(0,-α,α) = α(Ο,-Ι,Ι), α £ R, α 7 Ο · Αχ = (Ο,-1,1).

	ΑΗ = (-2,-3,1) .


	Χ3 = (1,2,0).

	Α= SDS~^

	= ΑΑ = SDS-'^SDS-^ = SD^S~'^ .

	A^ = SD^S-\ keN.	(9)

	Α~^ = A-h“’ =	.

	Α-* = 5Ε-*5
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	ΒΙΒΛΙΟΓΡΑΦΙΑ











